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— Séance d "ﬁ " . , W
c_ -q@e gt 1fnd1que pour determmer Jcs sconditions de
C 'I:e-d an corps elliPsoidal sermblie dépendte des proprlete*==
spemalesradua's\ysLeme des coordonnées élliptiques. Il est cependant - pre- 7
sumer qu’il pourrait étre apphque avec quelques modifications a tous les
cotPs ou du moins & ceux dont la surface peut a,ppartemr a un ﬂ‘roupe de
traié surfaces orthogonales. Mais il serait difficile de justifier celte asser-
.non par des conmdera.tmns générales, 4 cause de l'état d’ imperfection ot,
‘malgré d’lmportants travaux, est encore actuellement la théorie des coor-
& donneea curvilignes. S o
” 3.'- Dans ces cwconstances je ne crois pas inutile de montrer,gaus:x
+- brievement que posmble comment on pourrait traiter par des principes
B analowues le probleme de I'équilibre d’élasticité d'une couche sphéricue.
"On. ne retrouve plus ici les conditions d’ott dépend le succes du calcul
~ employé pourlelhpsmde 1l convient donc de montrer comment il doit
. 6lre modifié pour assurer 'application de la méthode. ~ . - T -
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2 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE

Les conditions 4 la surface auxquelles il faut alors s.atisfaire sont :

dQ, dQ,
1*-"&)—{—.@ Sll‘lchSu——-——{-—SlnoSlnLPd +0050d]
g

dp P
(A + pp @°P
| Q dQ, 0
G:.p[pCOSGCOSUL—%—SlnacOS!{——: —l—pcoqasm L aQ —
0 dp d dp
dQ, aQ, dQy (A + ) d*P.
' &~
—l—smosmu 7 psmodp—{—cosodg} 3 % dpds

.. . | dQ, do, do,
H—=u [—psmosmyw—}—smocos(g—d-T -+ smBCan )
O

de
. 49,7 (A pp 4P
+ sin & sin LD —|" €os ¢ d‘f] ) -+ 20 dpd

"

» ) §

P =20, + yQ, -+ 3 5yt K

~

lcl ]u bupposc que‘l on-ait:

et comme en désignant par X, Y, / les compogarites suivant les axes des

eoordonnées rectahigulaires, de'la force appliquée au point (z, ¥, 5) de la
surface du corps élastique, les premiers membres des equatmns (1) sont

) donncs par les é“ahles R
. l*xSlDoCOSu\—}—Slnoam({a\+COSo/
('9) . G=pcosdcosyX4peosdsingY —psindZ
[ . H=-—psin3sin '{\_—]—PSIDOCOSKPY'
" . Ty *
- 11 lmulte desydeux dcmleresfﬁuauons‘ﬂ) la suivante : . . a
- - L3 ; ‘__,-{i- T .
.. #1 ’ Ay R
l\ b dQ --
Cos ocos!f[R-- (v—1)—+ +sm85m [RQ—(@-—-I)Q—J
y dy d: | 3 ]
3 dQ, ay dQ,’]
(3) .+cos & sin [Rd' —({v—1) a ]—sm 0005u[RE—-—(v—i) @
Z
— sin.3 [Bd——(v —1) ‘m]zo
d .
P .

qui doit avoir lieu pour des fonctions polentielles de degré v sur Yune
¢uelconque des surfaces dont le rayon est R, de la couche spheuque :

— Si on congoit que X, Y, Z aient été dc,veloppees sur l'une el

lautre des surfaces limites en fonctloas spherlques ebwqu on alt par
. ¢xemple : |
. P . AR |

}

\-—-S —}-St—}—b -+ . +S - ... sur lasphuedeiayonR A*-

X = S, 8, +.8, + ... + 8,4 ... surla sphere de- 1ayon 7 b
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. . FONTANEAU. — SUR L EQUILIBRE D'ELASTICITE DES CORPS iSOTROPES 3

on substituera, dans la relation (3), & X d’abord S, puis S et en méme
temps 7 & R, et se bornant & écrire ce qui concerne X et X’, on devra
satisfaire aux deux égalités :

dS
{ cosBcosab[R—-———(v—-—i)(f;f—I—(v—l—ﬂ)dw‘]

b

_ ' as -
-} sin & sin ¢ [R -C-Z-—U -—-_('v_—- 1) %% -+ (v 4+ 2) %—}] —I—etc. =0

COS$COS!!J|:’:‘ ———( -——-l)

\.—}-smosmu[? (—i—S:-——-(v—i) 7 L +Q)dw1]+et0-:.0

Ces deux équations se dé;gluis-_ent immédiatement de la relation (3), si
I'on observe que toute fonclion sphérique S, provient, en général, de deux -
fonclions potentielles Q, et «, de degrés respectils v et — (v -~ 1). Pour
les vérifier, je pose : . |

D= Eﬁlu‘rﬂv ?nvmv-l e ®y — nv-l—"i v Seh® ]

ol w, et w deswnent des foncllons spherlques A determlner et les cons-
tantes ont pour expressions : |

RU+1 - . I{U—*-‘i 201

M, = R2vH Er= \v+1 TOREH b - 5
— ? » . _“i"-'
- . . -~ ._."‘-
";,., a- ,’,U—{—'t ) . v+‘l B_2U-H N "
", —T : N,y == )
sz+1 ?‘.wl i ‘ -1 Rav{-i — ,’.21;-}—1

et on aura, pour.déterminer v, et w, les deux équations :

' . su .. 7 . ‘ i
RS, = (v — )R" | M0, — myo) | — (v + 9) w4190 Nv+1"’v R
7‘83:—: v—1)r" rft:[vmv' — 0] | — (v 4 2) -'nv 149y — N, 0, ' }_H
"““:; ‘ — - — . 7* 1

qu1 dowent avoir lieu pour 1outes les valeurs de v, depuxs Z€ro jusqu’a
~ Tinfini. | | '
.,;.‘;, On opexera ensmte de la méme maniére en ce qu1 concerne Q, et Y,

_'pm.s Qiet 7.
i

L’éqﬁatlon (3) est Ta condition. dmtéarablhte qui permet d’obtenir — d
-

)_
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¥ fooln,
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4 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE
lo
toulours facile, en faisant usage de la principale propriété des equatlons
différentielles linéaires, de ramener la solution des équations (1), au cas

ot l'on aurait G = 0, H = 0; c’est sous cette forme que je vais mainte-
nant les conaderer

et par suite — ' au moyen des deux derniéres equatlons (1) ; ainsi il sera

3. — On peut, sans nuire & leur généralilé, y faire en outre, Q; = 0
ou, €2 (ui revient au méme, poser : '

= 2Q, + yQ, + K.

. C’est ce-dont on s’assure aisément, si 'on réfléchit que pour intégrer
les équations :

L de | 16
Atf-f-‘-’%_&-l-(H-z*)-fé:O HA‘U—I—(l—l-M)(
(6) 0
pht 4+ (4 ) 2 33 =

on exprimera les composantes de rotation avec loule la généralilé dési-
rable, en posant : '

_dw - dv dQ, | due dw dQ,

0y = o — = — —— — =
=y T ds dz o= s T dx T ds
dv  du  dQ, d!ll dw
oy == — — — —

de dy dx dy +@;

a

~on en déduit

- ' P dQ, | dQ,  del
‘ 0_'>~+9‘U«de+dy +'@]'

Ces relations équivalent aux équations '(6) et peuvent leur étre substi-
tuées, il suffit donc de trouver des formules d’intégration qui les vérifient,
et comme o désigne une fonction potentielle & deux variables z, ¥ que
Fon peut réunir a4 Q,, il n'est pas difficile de conclure qu’il n’y a pas
d’inconvénient & restreindre comme il vient d’ette indiqué la trop grande
généralité de P. -~ - ‘ -

Cela posé el en considérant sous leur forme réduite les equahons (1),

il faut y joindre la suivante :

- dQ, dQ do
% COS § COS u—-—- - sin  sin G — 7 - - cos & sin & —2

ot l!
0 " o ‘J"*“‘J
-—Sl[loCan 2 = - '

) ds =0




FONTANEAU. — SUR L’EQUILIBRE D’ELASTICITE DES GORPS iSOTROPES 5
qui résulte de (3), lorsqu’on Suppose Q; = 0, G = 0, H = 0. 1l est clair
qu’on._.doil pouvoir y satisfaire par des fonctions sphériques d’ordre v
quelconque et qu’a raison ‘du principe de Laplace sur le développement
en fonctions sphériques des fonctions 4 deux variables, on peut se dis-
penser d’avoir égard aux aulres modes de solution dont cette équation est

“susceptible.. Or, le caractére le plus général des fonctions sphériques et

méme de toutes les potentielles de surfaces est, d’aprés Lamé, que les

‘variables y sont séparées. - | |
Je supposerai donc que, dans I'équation (7), on pose :

Q, = ¢"P,T, | 0, = ¢'P,T,,
ol les P ne dépendent que de ¢ et les T de 3. Par suile, elle devient :

R ~ th .
T, 1 ‘dP' tgs dd to ZP 125 dT
1 L - an. g 1’ a gaal,

) TP dp T, L“"’_ +F, @ T, db

et en la différentiant successivement par r'apport A vet A ¢, on obtient :

dT

o T - s D) : o
® S si(GI)+a\ )5 (srg) =0
S d3 T,/ dbda \Py dy az T, dy P/ .
relation & deux termes qui sert de point de départ pour la recherche des
conditions . auxquelles doivent satisfaire les fonctions P et T. .Je n ‘entrerai

pas dans- le détail de cette étude qui n offre pas de drfﬂcu]te et je me borne

4 en donner Ja conclusion.
Il y a, pour les fonetions P- et T, deux sysl;emea dlfl‘erents de valeurs

En premier lieu, on peut poser : .
(10) P, = mb cos ¢ P,=masiny. ~ 0T, =al, . T
, ' _

et 1a fonction T doit vérifier I'équation aux-dérivées partielles :

., o @*T
(1}1) sin? & T

— + [-v(v'—}-_ 1) sin® 3 _ 1] T.

En second lieu, on a :
- Ty =T, =sin’ P == A[cos 'vf -+ k sin v,«] P, = B[sinvl.—kcosv}]

- et pour plus de symétrie, en posant :

.‘L; '5‘ -
T sin '

’t:-—-

. A=A cos B=B cos
c0s V' v oL LA



6 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE

lorsque les fonctions potentielles sont de degrés positifs :
(12) @ = A" cos (vy + V) sin®s  Q, = — A p”sin (vy + ¢')sin’3

-~ et lorsqu’elles sont de degrés négalifs :
cos [(v - 1) + ¢] o —n sin [(v + 1) 4+ ¢']

: T o™ 2 U+1 ¥
Psint 3. : o sin® Tt 3

(13) Q, = B,., s
P

Mais, on constate une différence essentielle entre ces deux modes de
solutions ;.tandis que le premier donné par les formules (10) et (11) ne se
distingue par aucun caractére spécial, il y a lieu d’observer pour le second
que les fonctions potentielles (12) et (13) n’influent ni sur la dilatation
- cubique du corps élastique, ni sur les composantes de la rotation élémen-
taire qui se produit pendant sa délormation, en I'un quelconque de ses
points. On déduit, en effet, de ces derniéres formules :

o, ., 49, _do, _ do, o 4o

dy de — dy ds ds

dQ,
. dm +

l:'o

et, en se bornant pour abréger aux fonctions potentielles de degrés positifs :

a3 A [do, | 4o, dk_ dK
YR e T 2(x+9p>[ “‘d?:']“d*m i

A8u— Q4 pv o,y H gt s | i)
K = 0% o 1) A o sin oS [(v—}-{l) +y']

4. — D’aprés cela, si Pon revient aux équations (1) et qu’on y suppose
Q, =0, G =0, H=0, on en déduit : '

[ dF do dQ, a*Q,
i do + [cos 5 €8 tg _P -|— sin 3 cos § - Pn
720) 20y
— ¢ €08 3 COs ¢ adp" : -+ sin & sin ¢ Cciipd;
d*Q,
— pCOs 6sin Y 7 :]

(14) i |
dr =Y sin 5 sin 4 &2 sin & cos 4,
ay T dy T | sindsing do -+ ° v dody

. ., P . dQ 20,
"+ psin S sin Y dp; |- sin 3 cos Y —(f + sin § sin ¢ dpdy -

d*Q,
—-psmocosHJ ot ]
4

et conformément & I'observation qui vient d’étre faite, il ne doit figurer
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dans les seconds membres de ces equatlons que les fonctlons potentlelles
~de la forme: :
-0, =mp’ cos ¢ T Q, = mp’ sin $T

Par suite, la premiére des équations (14) devient :

df vy [ 8IN?8 —4 v sin? § < cos® 8 dT
'c_l§_"_).-|-2p.mp' [ sin? 3 GOS°T+_ sin 3 ds

d .o.adr
-~ cos ¢ d82:| 4 pmo " [v sin 3 . v(v. — 9)-008' BT] , ;

et en ayant égard a leqliation (11):

X . sk
C-ZE_—_ & mp” ! [v sm‘d%z——@?cosBT]

:(1.5) dz A + 2. n 5
+ ump’” [v sin ng — v(v — 2) cos ST} |
Quant a la seconde, elle se réduit & :
d
aF _ o
ay

et devra se vérifier en vertu des données de la question et du calcul .

employé pour faire disparaitre G et H des équations (1).

~ La relation (18) subsiste donc seule; ellée ne contient d’autre variable
(que 3 et quand on aura substitué dans son second membre, & T ses valeurs

déduites de I'équation (11) pour jes valeurs successives de.v, il n’y aura

pas de-difficulté sérieuse & rendre 1dent1ques les deux membres tant pour
‘une que pour I’ autre des surfaces limites. On pourra donc obtenir "pour

Q, et Q, les fonctions potentielles que réclame la questions; substituées

dans les équations (1), elles les rendront-intégrables; cetie 1ntegrat10n

fera connaitre aF et on en déduira — di ; puis di dk R qui sont les seules

dp dp de’ dy dz '
~ dnconnues dont la détermination soit nécessaire,

5. — Aux problémes que jai traités jusqu’ici se rattachent, comme on |
peut le voir dans les legons sur I'élasticité de M. Poincaré, ceux qui ont
trait aux petits mouvements des corps -€lastiques ; je ne crois donc pas
inatile de montrer comment on pourrait appliquer a ces derniers les
procédés dont jai montré lusage pour résoudre les premiers. L'intégra-
tion générale des équations :

d*u d6 d*v
A\ gy = pA%U - A tp) - X e —HA2”+()\+E*) -l- Y
; dat dx dl dy
(16) |
d?w
de’

de
= pdtw +-( + ) - L



8 . MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE -
2616 attribuée par leurs compalriotes respectifs-a Stokes et a Clebsch alors
fque ces géometres n'ont fait que reproduire avec de légeres modifications
la méthode dé Poisson exposée par E. Mathieu dans ses Legons sur
Vélasticité [VII, 4] et que Pon trouve aussi dans le premier volume de
IHistoire de Uelasticité, par Todhunter [art. 823, page 273]. On me per-
metlra de présenter icl, pour le méme objet, des formules un peu diffé-
renles.

Si, dans les equatlons (16), on suppose d’abord X = 0, Y=0,72=0,
ona: -

d*Q, dv . dIT

“.‘—‘edta"“d—gﬁ‘d’; |
' d*Q, “de | dI aQ do dQ
17 — L i — : 2
(0 v . dt? * dy y = dy T A S+ dy + ds
I dﬂQ d+ dlil”

dt2 T ds

olt on doit prendre pour Q,, Q, et Q, des fonctlons qui vérifient I'équa-
tion aux dérivées partielles

(18) ] g — — uAXQ =
et pour IT une solution de I'équation ;

a1

o 21 = (0.
B (A -} 2u)AT = 0O

.' (19) -

Mais dans le cas général ot X, Y, Z sont des fonctions données de
%, ¥, 3, ¢, on déterminera.les fonctions qui entrent dans les formules (17),
en procédant comme il suit. Je pose:

a0 | dQ,

: " (lﬁl — pAQ, =T, . € -—d—;- — pA2Q, =T,
(
42y AQ, =T
€ aE - 3 — 13

et il en résulte, comme aussi des égalilés (1 7) :

du dw
" ooas VL - m+@+_'~- _
(21) - 2l 1 1
_d As AT — d’l + dT, + 4 AH‘I
=g T eAE - dy s |
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- -

D’aprés cela, el eh vertu- des ‘équations (16), il vient :

d*T ' “dT, ©oodr dil
—_— 9 —_—
farr o + ) & d:z: [da; - —'— d.,] T di? dx
d[I -
— 4 — — X
(A - 2w)A? Iz X
: d*T dr,  dT, d? dIl
(0)9)< CdE _—(A—FQ“) [ +dy-jl—d¢]+sa§@
. ' (h 2.:)A* d?— Y
&T, dr, 4T, = dr, d* dir.
_ "-e dt? _._(H‘Q“‘) d [da; 5 dy - cz,.,]J”'é?ﬂd—-s
R | — (0 2w fm_ e

auxquelles on peut satlsl‘a,lre en posant

agrzfa_: VL. S :
T f X+ T, ffw-}- 1‘3_ //dt +d~

Si I'on substltue ces. expressmns dans. la premiére des equatmns (22),
11 vient :

d* dT df | & dll ; ait
-—l—s&——zg&—--—- )\—l—gu.)A T

d‘\- . .
= (4 2) ff dz dy + }d‘

et les a:ﬁgres condmralent a des résultals analogues. Par suite, il suffit
que les fonctions T et II vérifient simultanément la relation |

d? : \
dt"' (H — (4 P‘)A (H )

“FQ“ff dx d\ d/]d2

Mais on peut aussi, sans nuire 4 la généralité des résultats, faire
abstraction de T, et on obtient ainsi les formules plus simples : '

| de 20,
_ d£2 = [[\d12 3 dd = — RAQ, __f /-Ydtg
" 120
(25) : € (dtzs — rAZQ, _.f [Zdt2

a2l d\ (ZY d/
e 2
: drz (A + 9"")5‘ 1= —_ (A + 2u) [f d;:c dJ ]d L

(29)
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6. — Pour appliquer ces formules, je rappellerai d’a,bord que si on
pose dans les eéquations (16) :

U = %, COs A,¢ v = v, €08 Ayt W= w, co0s k,t
apres v avoir fait X =0, Y= 0, Z =20, il en résulte :

a6,

(A 4 @) f—il%: 4 udty, ekiu, =0 (At u) a + ‘u,Aﬂ?.)i ek, =0
(26) ' . .
() + @) jej—l— wA%0, + ehiw, =0

.auxque]les on peut joindre, én conservant les’ notatlons abrefrées de
\I Poincaré (Théorie de Uélasticité, chap. V).

A

- [du, | du, dv, |, dv,] __ . .
mAg, +F[dx -+ (ZN] mi0,- —}-p.[dy -[-E’N:'_Gl_.

dv, . dw,

27) .
mAd, +p[d~ +Eﬁ}: H,

car il résulte évidemrrient d’e”l’hypothése adopfée, que Yon doit avoir
pour les forces extérieures appliquées 4 la surface du corps élastique :

28) F= F cos k! G = G, cos it H = H, cos k¢

ou F,, G, H, ne dependent pas de ¢&.
~ Si de méme on pose dans les égalités (17) et (25)

" (29) Q =w,cosht Q,—=w,coskt Q,—w,cosk! II=wcosk/l,

on aura par les formules précédentes :

Uy == — ek?mi — % [dow, "I" d‘% dws] 3:

(30) j v, = —‘gkfwz_- " % Fd(nl + dwz + ) g—;
d _dw de dw; do

W, —= — Efb{w‘] — M5 dx ] da} + d'y dSJ + d."'.;

et ces expressions satisferont aux équatlions (26) pourvu que les incon-
nues y soient assujetties 4 satisfaire aux équations différenticlles

“AZp - ]f.?sw =0 (A 4 2p)A%e -} Ejew = 0;

cest en effet ce dont on s’assure aisément par un calcul de vérification.
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Ainsi on est conduit, par I'étude des petits mouvements des corps ¢las-
tiques, & employer un-mode de calcul analogue & celui dont on aurait -2
faire usage pour déterminer les conditions de leur équilibre, mais qui en
différe parce que les.fonctions A substituer aux composantes de déforma-

“lion, au lien d’étre des potentielles, doivent vérifier I'équation :

Aty - ke = 0.

Ces fonctions ont fait Fobjef de travaux importénts ‘dont on peut voir
I'exposé dans un traité de M. F. Pockel, qui a ét¢ publié en 1891, a
Lelpzlg, avec uné preface de M. I, Klein. )

M. M. D'OCAGNE

Ingénieur des Ponls et Chaussées, & Paris.

SUR LES-SURFACES DE REVOLUTION APPLICABLES SUR LA SPHERE [0 6 k]

— Séance du 4?‘4:10_&:: 45’94 —

1. — Dans le plan qui coupe un cylindre quélcohque suivant la courbe
"ADA’ ou ¢, prenons une droite AA”ou d, perpendiculaire aux projections
des génératrices du cylindre sur ce plan; puis, par cette droite d, menons
un plan perpendlculalre aux génératrices, qui coupe le cylindre suivant
une section droite ABA’. Développons le cylindre sur un plan. La courbe ¢
‘se transforme 'en une courbé ¢, ef la section droite ABA’ en une droite d,.
Jai démontré (Bull, de la Soc. Math. de France, t. XXI, p. 83) que. la
surface de révolution S engendrée par la rolation de la courbe ¢ autour
“de la droite d et la surface de révolution S, engendrée par la rotation de
la courbe ¢, autour de la droite d, sont applicables Uune sur Uautre.

Si donc la courbe ¢ est un cercle de diamétre AA’, auquel cas le cylindre
est elliptique, la surface S est une sphére et la surface S, applicable sur
cette sphere. .

Je me propose ici de déterminer analytiquement, en partant de 14, la
courbe ¢,, méridienne d’une surface de révolution applicable sur la sphére.
11 suffit, pour faire varier cette surface, de modlﬁer I'angle des plans ABA’
et ADA’, : :

-



12 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, :GEODESIE ET MECANIQUE .

.- 2. — Effectuons le développement sur le plan tangent au cylindie le™
' lonfr de la génératrice BD. Prenons pour axes de coordonnées daris le plan--t
ABA’les diamétres OA (axe des z) !
et OB (axe des y), dans le plan .
langent la tangenle Bz 4 ABA”
(axe des z) et la génératrice BD
" (axe des ).
Dansle développement le point P
S pris sur-c vient en P, et le point M
. qui lui correspond sur ABA"en M,.
Les coordonnées de M, sont '

x — BP, = arc elliptique BP.
y = MP.

Solent z, et y, les coordonnées -du point P dans le plan ABA’, £ le
sinusdel’ a,ncrle que le plan ADA’ faitavec le plan ABA’, a la longueur BD.
On a immédiatement

| do = \/da:g + dy?,

. - Des deux derniéres équations ecntes,_ on lire trés aisément :

dy{) pa— qy' \/1 — 2,

L AV

Portant ces valeurs dans la premitre, on a:

: | . a1l — k%) —I—Iby
SO dz = @\/ a — )

Telle est I'équation différentielle de la codrbe cherchée..On voit immé-
diatement que son infégration pourra s'effectuer au moyen des fonctions
~elliptiques, puisqu’il s’agit d'une simple quadrature jportantsur la racine
‘carrée d'une fraction rationnelle du second .degré. La constante qu ‘intro-
duira cette lllté‘TI'&tIOIl sera - déterminée, avec le choix d’axes que nous
avons fait, par la condition que, pour z = 0, on ait ¥ = a.
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3. — Posons d’abord a* — y* = a**. L'équation (1) devient alors:.

a1 — l2ge
— - — dt.
k1 —e

dm:.

Si. maintenant nous posons ¢ — snu (mod. k), nous avons:

V1 — e =dwm, V1—=cw,  dt=cnudnu du,

et V'équation devient -
| dz = -—-——% dn*u du.
Par suile, |
o o=—%4c,
en posant | , ' _
3) - - I= f dn*u du | (mod. k).

On sait que si _ ’
u : e, — €;

V = ———— et k= \/ - =
i - \/el - 63 61 "'_"'-83 .’.

on a (voir Halphen, t. 1, p. ,-45):‘

dnu —

Par suite,

(-’5') : - '1‘:\/31‘—"63 ['}-)?}_eQd‘éJ. . ’

Or, on sait aussi (loc. cit., p. 37) que:’

(6’5 - 61)(63 - 82'

| P(U—}“ﬂ_)"".—'ea ::'. v — e,

Donc : ' N '
pv — eg_'_ 1 e, — ¢, _plof o) —e tr(@;’-}— w') - e, -
Py —e; P — € e, — €, e —ey

‘ Poi‘l;;mt cette valeur dans (4) et la valeur de T ainsi obtenue dans (2),
on a: - '

(_1 C(’U - m') ~+ e n C——ua C(v 4+ w')'—}-.ew + C.

ko e — €3 . Ve, — e

—_—
r —
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Si on remarque que o’ est ce que MM.-Tannery et Molk désignent par
w, dans lear Traite (p. 202), on a, d’aprés la formule XII; (p. 191) de
ces auleurs : ' |

o+ o) = 0+ o) =G -

en introduisant la cofonction €.
Dés lors:

s gAY |

\/62 — €3

4. — Calculons maintenant ordonnée. Nous avons:

Py — e
yxa\/fl—tﬁ—_—acw:a\/l———-—-——i-

-

F]
1}

Pour v = 0, cette formule. donne ¥ = a. Donc, d’aprés ce qui a &té
-dit plus haut, on doit avoir z = 0 pour v=20,ce qm monire qu'il faut
prendre ¢/ = 0. :

En résume, les coordonnees des points de la section* memdlenne cher-
chée, en fonction du paramétre v, sont données par:

g Cafu—i—ev y-—a\/f””_@

\/6—()3’ U———Bs

M. Ed. COLLIGNOXN
.inspecteur général des -Ponts et Chaussées, 4 Paris.

-

NOMBREUSES APPLICATIONS D'UNE CONSTRUCTION GEOMETRIQUE
ELEMENTAIRE [P 6]

~h

-

— Séance du 10 ol 1895 —

§ Ier

La construction que nous avons en vue consiste essentiellement A.
déterminer une quatriéme proportionnelle i trois’ longueurs données.
- Soit @ = OP, y = PM les coordonnées d’'un point M par ra.pport a des
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axes OX, OY, faisani entre eux un angle quelconque; soit OA = ! une
quantité donnée 'prise a partir de lorigine sur l'axe des abscisses; et-AR
une paralléle & I'axe OY, menée par le point A. Si par le point O on
méne une droite OM, qui coupe en R la droite AB, et qu’on raméne par
une parallele & I'axe OX le point R en M’ sur I'ordonnée PM prolongée,
on aura transformé le point M en un point M" de méme ahaasse 2, mais
dont Yordonnée PM" — g sera donnée par I'équation-

Qﬁ"
I
. T
8 I

On passe de M en M’ par le trajet OMRM’, en eﬁ‘ectuant la transforma-
~tion que nous appellerons directe. On peut

revenir du point M au point M par le trajet ’
M'RO, accompli en sens contraire, ce qu1 con-
duit & employer Ia formule o
Ty = a% ’
0 P A X

F1G. 1,
pour déduire 'ordonnée y de lordonnee J o

Nous appellerons. cette transformation la transfor mation inverse. _
La construction indiquée peut servir, par exemple, & la composition et .

4 la’décomposition des forces paralléles. Une force donnée PM’ se décom-

FHTEFE

pose en deux forces paralitles, égales respectivement a PM et & MM,

-appliquées la premiére en A, la seconde en 0. Inversement, si 'on donne

les deux composantes Am, Om';” on portera.en. AR la somme. Am - Om’
de- ces deux forces,- et, menant la droite OR il -suffira de menér mM
parallele a la droite OA pour trouver en M, sur OR, un point qui appar-
tient & la résultante cherchée. C’est'sur cette construction que nous avons
fondé notre méthode graphique pour le tracé du polygone des moments
fléchissants, dans une poutre droite chargée de poids et posée sur deux
appma de niveau (*). ' | : _

La méme construction, répétée de proche en- ‘proche, nous a servi a

redmreé.unequadrature smlp]e f f dxdy, ]mtegrale double f f mmyn d de

stendue A tous les éléments superficmls d’un’ contour donné, m et n élant
des entiers positifs ou négatifs, mais non tous deux égaux a — 1 (¥¥),
Nous ferons voir dans cetle note qu'elle s’applique encore & beaucoup

"d’autres questions. Avant tout, Dous établirons quelques propriétés de la

(*) Annales des Ponts et Chaussées, 1883, 2¢ semeslre, {. X, p. 1 et suiy,
" (**) Association francaise, Congres de Lille, 1874,
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transformation qui fait passer d’'un point M au point M'. Chercho'ns' par
_exemple;Ta relation géométrique entre les tangenles MT, M'T" aux lleu}.
~ décrits simultanément par les points M et M.

v
]

- ‘%_

Soient X, Y les coordonnées variables d’un pomt apparienant a luue _

des tangentes. Nous aurons pour l'équa- °

Y tion de la tangente MT *
E T ." y‘ r o %'ﬁ!
; R Y-y —=—=(X—2a '
M // y. dx ( 'a;)’ | -. K
. / dy N o -
M . ol e est le coeﬁicnent différenticl de la'
.r"H ’ A
ANTT courbe déerite par le point M; el pour 1a ,
S\ . r s
4 ' “fangente M"l" - - AR
0 P A X 5 o
. a0 Yoy=E L
Syl T L
ol - appartient a la courbe décrite par le pomt M. Les deux équations,
prises ensemble, définissent le poml; H commun aux deux tanﬂ*entes
Mais de ld relatlon entre les deux ordonhdes '
_ f
S Y=
on déduit, en différentiant,
C e | dy vy | zdy )
IR @_7+de e “ o
; dy Y — J ([J Y — Y
1 —_— N — 3
Bemp agons dans cette derniére équatlon I par 5— > - pz'u -y
il viendra - L e
. * ! . . '.h m _._r ,
Voy=L X—a) 4T —yp)
. ce qui ‘s'e réduit & : '_ - I " .
YT — 2) — y'(X — ) = 0.

- 8i, dans cefte derniére équalion, nous considérons X et Y comme des
coordonnées variables, elle represente une droite qui contiendra le pont H

cherché. Cette droite passe par le point P, puisque X — z donne Y = 0;

ﬁ‘elle passe aussi par le point R, car pour l\ =, Y = y’; l'équation repré- .
"‘_ ~sente donc la’ droite PR, et, par suite, le point H ol se coupent les deux
. tangentes, est & I'intersection’ de Tune d'elles avec la diagonale PR du

"‘i.;‘?rectangle PM'RA.

o
ﬁ
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@ cesl: 51 dlre Iorsque la tanﬂ‘ente M’T’ e%pard.lléle.

La tanﬁ'ente \lT Y .. _ M. - - ' '_; -~

dy oy
l M.

("’0\ ona-—-=—
L ke, ol
“‘?‘Hpasse pagle pomt R.et se confond
* ‘e

Ay ec. Ia drmte OR e]le -méme.,
@n peut repeter la. constructlon en
E;_ dedmsa.nt de chaque poml; M préce-
demment obtenu un point g par la
transformatlon directe. SiVon appelle
ym Pordonnéé du point M, et y, For-
i 2 donnée PM du pomt de depar!: on

Esaura '
W Y, L:__ gny
‘t .o _‘___g» :% _"_' afﬂ '
. . ' . l. 0 X
car. chaque trans{’mmauon multlphe’ ,
.o o -l K _ Fis.. 3.
par le rapport o1 lordonme _quon - ~
. R
vient d’oblenir. On peut appliquer la regle des lanfrentes a chaque trans-
!u-sformallon partielle. Les tangentes aux -courbes décrites s1multanément
@‘ “par des;points N, ‘ M? M, M oo M-
* serontdes droites M1H1 MH, MM, MH ... MH
:.]p point H, étant I'intersection de MOH ¥ premlere tanﬂ’ente donnée, avec
PR, H, lintersection de MH, avec PR, et ainsi de suite;, Les;-points
H, IIz,.I*I;-ﬁ%-.-.:: lllmdessment un polygone qu on peut, & titre rln?‘_@:pmmma—
tlon asmmiler@f“’une courbe continue; chague direction HM' dh'i?t ¢ote, en’
parhcuher peut étre regardée comme la tangente a la courbe. Rapportons
~les points H aux deux axes PM, PA ‘et sment U = PH’ v == H'H, les
~coordonnées d’un point H quelconque Si Ton ap- o -
po]'le K1 mtervalle PA des dcux paralleles PB HR,
: la"dlslance PM multlphee par l(, mpport 1—&5 sera A __‘ R
t\?' Bl ﬂ‘
T u’ale i) \IR — K. Or PM est. Iaxsomme de lab-‘-___ | '
scisse w = PH’ et de la sous- tanﬂente H'M, égale a
Cudv N YA
en valeur absolue & — % ~On a donc I equallon WA
dxﬂerentlelle R - _ ta VAR r ‘
| . udv b’?.*&:’ T .
(u—w——-)—ﬁ (G S A V-
du/u | i Fi. & rr
pour définir approximalivement le lieu deés points H. IR
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L’intégrale générale de celte équation est, en appelant A une constante
arbitraire, ‘ ‘ '
K
u = Ave’,

On voit que celte courbe a pour asymptote la droite PM’, : car v infini-
. ment petit rend I'abscisse « infiniment grande.
Y| Nous pouvons aussi chercher directement
‘tangente & la courbe M,, connaissant. la tan-
- gsente M,T, & la courbe primitive décrite par le.
point M. Nous aurons pour les équations des
tangéntes aux deux courbes ‘

M.,

dy .. Lo
Y—y = -d——;(h — ). pour M |
et - ' . ' | L
0 P A X Y—y, = %(X — ) pour M.T .
F16. 5. . . i

On a, de plus,' en différentiant I'équation -

.

E "I y o -
g -
_ . Yn e ! :;H ‘ IR,
qui lie les deux ordonnées, - el
. . ‘ ) ' ’ 5 g"\n - 'i“’:
. dy, . " dy l® Y : N
L de 2"dzx AR _ .,
.. Done : IR S
' I lny nln?/ R
—y —m = Y— L Ty € '
Y yn xﬂ Y wﬂ wn-f-i (X 33)! " -
ou, en réduisant,
| -y - B
T Y —a") = w‘/(k — ).

‘Cette équation, dans laquelle on regardera X et Y comme des coordonnées

variables, représente une droite qui contient le point H commun aux deux

" tangentes. Cette droite passe au point P pour X =, Y = 0. Elle coupe
I'ordonnée AB, pour X = /,"en un point S dont Fordonnée est

y = Myl — o)
= (- 2"

1
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équatioh-qu'on peut mettre sous la forme

imi T lﬂ».___ mn : -
Y npy| l—a

—— —

) ce _ ,1 + " n—1 ‘mn

R L .-_' ;; ‘? + —I_ + ln—iy -+ lny_J
-‘——1ﬂ—+ R SVISUI B Y
Tooon ?jf y2 y3 _ yn—1 yn ’

[

_dé sorte que le point S est'le centre des moyennes harmonignes des points
=R, R, . QUi ont servi & passer du point donné M, au point M,.
«  Lorsque »n =1, ¢’est-A-dire si 'on ne considére que la premiére courbe
*k;lransformee on a Y = y,, conformément au résultat trouvé plus haut, et
le point S coineide avéc le premier point R.

" Pour ohtemr la valeur de Y == AS, on peut mettre V'équation sous la

‘-,,‘.,q—‘:-.

forme R & L SR o
, LR nyyn(l -~ w) _. . B
*n ,"su' ’& — . . * L' ';\:"‘_-r"'-‘-- L B
oo 8 a;(z/n — ) - IS
. .: . o - : T " - h e ~Mn:
. n n yn ol s
en, remplacanl; "y par o J etl” p ST
’ L - A \:\\ R.!
. c:e__ ‘qui.donne , wl 0
R - 2 SIER AN
g‘« TR @;i 3 . / . \\\‘_.
AN :f‘{f > PM, > PM, <X PA . o TP A & X
boirlY =N - .
p AE OP XXMM,
. e o
. - ': f‘?-"f‘ﬁlfﬁﬁ; N
. £ iJoignens les pomts M et R, en menant la droite M R, qui, prolongée,
‘7“' ?E-‘, 1 AR

EPG OX au point G le trlanole OPM,, coupé par la transversale M.R,G,
. donne l'égalite >

e - PM,  RM. 6o
L WAL CRD TR T
bl | |
| RM, .pa 1L vi
Remp acons R 0 pat oA \1ent.
 PM_XPA - gp
.- M = G0 04

et par conséquent

PM, >< GP><0A . -+ - gp |
Y=nX— -=n X 55 X AR,

OP > GO
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en observant que .
L OP Tz 1

Si P'on prend sur PM_ une quantité PL = n > AR, el qu'on opére sur
le point L la transformation inverse, en prenant le point G comme origine
et la droite OY comme la parallele d I'axe, on n’aura plus qu'd mener la
droite GL/, qui -coupera l'ordonnée PM, en un point S, et qu’a projeter
ce point sur AB parallélement a OX, ce qui donnera le point S cherché.

On a, en effet,
' | GP X PL .

PS =30

La constructmn indiquée pour le tracé des tangentes est en défaut dans
deux cas : 1° lorsque le point M coincide
S . avec Porigine; 2° lorsqu’il est situé sur -
la droite AB. ' N
\‘,‘_ _ 1° La position limite de la droite OM,
| lorsque le point M .se rapproche: du -
i _ point O en suivant la courbe donnée OD,
/ ] " estlatangenle OR" & Vorigine; le point O-
4 B se transforme dans le point S, et la. tan-
0 P A X gente en S, donnée dans le cas ffénéral.
' Fia. 1. "~ par lintersection de la tangente en .
| avec la diagonale du paralle]ovrammo
COAR'S, nest plus déterminée, ces, deux droites coincidant. |
L'équation de la courbe OD aux environs du pomt 0 peut ctre ll]lb(}.__.
sous la forme o

Y . 8

e g ot
“ "f..‘- # - : .
'y &,

y—f@m+-(§ﬂ+w

ol f'(0) et f"(0) sont les valeurs prises par les deux premidres dérivées-de 7 J
par tapport 4 @ quand on y fait z =0, et ¢ I'ensemble des termes de
degré supérieur au second. On en déduit

Y = flo) + o)+

olt ¢’ représente une somme de lermes de degré au moins égal au second.
Soit 5 'ordonnée de la courbe SD. Nous avons

-

E:l y

SRS
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d’olt Von tire | o '

() | —=1x

On déduit des deux équations qui précedent

dy -y___,‘ff " r___e-.
- - m—f(0)><w+(e m)

%'.

Loty L , . & , . : .
£quation ou le terme ¢’ — - représente un ensemble de termes de degré

-
Mt
-~

L o

"au moins égal au second. Divisant par x et passant 4-la limite, on a
., pour z = 0 ’ '

Steed o . dz : l y

s ST ) (%)oﬂ_ -9- f’ (O) x

" L’ordonnée AR/, ou 0S, est égale & If'(0). L'équation de la tangente ST a
- dax c@mbe transformée est

= —1f(0) =3 ")

B

AL

B et si 'on y fait # = I, on aura 'ordonnée z = AT de la tangente au point
- ou elle coupe la droite AB. Il vient

B (AU S
- _ | I2 :
. SR AT — Zf’(o) + el ff.f(o)’_ '
O SR I _ 9
'~ ¢e sgui- montre que le point T appartient a

: ]‘z}; parabole OT, qui serait osculafrice & la

gourbe donnée au point O.
- . . A
"+ 2°Le point.D se transforme en lui-méme;
" la diagonale PR, coincidant alors avec la |
droite AB, passe au point D et ne peut plus Fia. 8.
servir & déterminer une tangente au moyen
de 'autre. Soit AD = X Pordonnée commune aux deux courbes pour x=/1_.

Les tangentes DE, DPF en ce point ont respectivement pour équation

dy

(0)
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Si dans la relation (@) on fait 2 =/, il vient _ o

()= (&) 2. ‘
de/, \dz/; ! '

Retranchant I'une de Pautre les deux équations (b), il vient

A
s=y=—z@—1> :

+

équation qui fait connaitre l'intervalle compris entre les deux tangenfes.
Si nous y faisons £ — 0, nous aurons la valeur de EF; il vient

EF = % = AD.

Donc la tangente en D 4 la conrbe SD est parallele & la droite AR que
I'on obtient en joignant le point A au point E ol la fangente a la
~courbe OD rencontre F'axe OY.° ' -

Lorsque le point 1) coincide avec le point A, les deux courbes OD et SD-
sont tangentes au point D. '

-

CONSTRUCTION DU RAYON DE COURBURE D'UNE COURBE

Y| s - - Soit OD la courbe pour laquelle on
' demande le rayon de courbure au
point Q. Par ce point menons arbi-
trairement deux axes rectangulaires
OX, OY; prenons une longueur arbi-
traire OA = ¢ sur I'axe OX; el ayant
“mené AB paraliéle & 0Y, transformons.
la courbe OMD en la courbe SM'D, par

X
I'opération directe OMRM’. Menons aux
deux courhes la tangente OR’ au
point O et la tangente ST au point S,
Nous aurons, comme on l'a vu,
AR = f(o) <1
et -
1
AT = ["(0) X1+ 5 1"(0)2.
Donc on a, abstraction faite du
B ) '-"
v signe, 1
. . . l ey — a .1.
Fic. 9. ‘ : {‘l 2 f’ (O)l
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41 résulte de 1a que les valeurs des deux dérivées ["(0), f”(o) pour z = 0,

sont représentées par des rapporis ol entrent des lignes de la, figure,
‘savoir . -

, AR! .
f{o)  par 5
o ORI

- Le rayon de courbure au point O a pour expression générale

-

lc..:

(L+(ro) ]
. Y £ O
.ce qui donne :
| 3
I : AR’ 3 3
L __(1+ ) (OA* 4+ ARP | OR®
B 21{1‘ T T 23C0A XRT 20A><R’T

.

»

32

“Soit « 'angle R’OX de la ‘tangente & la courbe OD avec l'axe des z, et B

'-l’anglg TSR’, de la tangente & la courbe SD avec la méme direction.

On aura OR =

l
COS «

» R'T = I tang B, et, par suite, I"équation devient

1
o'cos® a == -Qlcot 8.

—

" Par le point A menons  la droite AH perpendiculairement 4 la tan-
gente ST ; elle coupe la perpendlculaue IH élevée au milieu de OA en
un -point H, et I'on a IH = % cot @. Soit OC la normale 4.Ja courbe au |
point O; il suffira d’abaisser- la perpendiculaire Hp sur T'axe OY'-pour
obtenir le point m sur la normale; en ce point menons une perpendicu-
laire mn & OC, puis ramenons 7 en Csur la normale par la droite nC
paraliéle 4 OX. Le point C sera'le centre de courbure cherché. On a, en
effet,

OCcos3a:0p:lH:%lcot?. _'

PronLEME. — On donne dans le pplan d’un axe OX deux courbes LL,

" L’L’; on donne en outre le parallélisme du second axe OY, sans faire

connaitre l'origine 0. On demande de reconnaitre que l'une des deux
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courbes se déduit de l’autre par loperatlon directe ou par I'opération
inverse. :
Coupons les deux courbes par une paralléle PMM' a laxe OY. \Iehons" .
- les” tangentes MT, M'I” aux deux courbes;
par les points M, M’ ot la parailele & OY les
rencontre. Ces deux tangentes se coupent
en un point H. On aura, d’aprés les théo-
rémes démontrés plus haut, un point R de
la droite AB qui sert 4 la transformaltion,
en menant par l'un des-poin_ls M une
paralléle & OX, jusqu’a la rencontre avee la
droite PH. La droite RM fait ensuite con-
naitre Yorigine O: La construction appli-
e, to. quée & la courbe LL, conduira & construire
une courbe qui touchera en M’ la courbe
L'l proposée, et qui se confondra avec celte courbe, si LL’ est la trans-
formée de LL par l'opération directe, avec O pour origine et AB pom
droite mernée & la distance OA =1,

‘Remarquons, en finissant ce paragraphe, que I'on peut projeter conique-
-ment la figure sur un autre plan; que dans.cette transformation -les
droites restent droites, les courbes algébriques conservent leur ordre, les
fangentes restent tangentes, les paralléles se transforment en droites con-
courant en un méme point. On obtiendra donc une transformation plus
générale en faisant concourir les ordonnées PMM’ et Ja droite AB en un
point « de I'axe OY; les droites M'R_et OX un point §. Les trois poinits
0, M, R esteront en ligne ‘droile, et les tangentes MT, M'T" aux lieux
- décrits simultanément par les points M et M’, se couperont encore en I
sur la droite PR, diagonale du quadrilatére PARM'.

§ I
ELEVATION AUX PUISSANCES, .EXTRACTION DES RACINES.

Sur une droite OA, égale & I'unité de longueur, construisons un carré
OABC. Le coté CB de ce carré, rapporté aux axes OX, OY, est la droite
représentalive de ]equauon y = 1. Cette droite se transforme par opé-
ration directe en ’hyperbole BN

= —
o | y=g
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et'en opérant sur cette hyperbole comme on I'a fait pour la droite CB on

1
obtiendrait la courbe Y= puis v \
N

' 1
la:- courbe — etc
x

Si Ton applique 4 la droite CB
lopieratlon inverse, on la transforme /
_en la droite OB, y = @, bissectrice _
delanﬂle des axes. La méme trans- - /
formation appliquée a la droite ON'B, | AAAEY
co_n.dult 4 la parabole ON"B, y = %
. celle-ci, . transformée 4 son tour,
donne la courhe ON"B, y = z?, et
ainst de suite. Nous avons limité les ¢ | A . X
courbes sur la figure entre les ab- |
smsses g.=0.et x =1. Mais les
constrictions sont applicables aussi blen en dehors de ces hmltes, et
p“érmettcnt de prolonger les courbes obtenues aussi loin qu’on voudra

-en dehors des paralleles OC, AB.
* Considérons deux courbes consécutives, y = a¥, y' = 'EP"H, ou plus
generalement les deux courbes |

| | y = Aa” . |
. yr: A .’L‘p+1, _ o

s, 41.

_dont Pune, la premiére, se déduit de la seconde par I'opération inverse,
y == zy. Menons la tangenle & la seconde courbe au point M’(a:, V. La -
sous- langente PS’-aura pour valeur

yde 2
dy p+1d

Par le point M(z, y) de la premiére, rﬁenonsfune parallele MS & la
~tangente M'S’: Le segment PS intercepté sur

P
l'axe OX entre le. pied P de lordonnée et le = /]
point S, aura pour Ionguem ‘ S /

| 1 | e
PS = - _ ; /
y >< 3/ - ?3 +17 | ///4/
de sorte que-la longueur du segment est cons- O $s P A
tante et égale A l'inverse _ de’exposant dea£ . - FIG. 42,
pr1o P |

dans la seconde équaltion, ou plus généralement i

5 + 7’ si Pon rétablit

la. longueur OA = I, au lieu de la supposer égale a I'unité.



26 * MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE

< Il arrivé souvent, dans les applications de la physique ou de la dyna-
mi&lue, qu’on cherche a substituer une formule monome

+ &

A

. y = Aa?,

& une fonction plus compliquée, ¥ == f{z), représentant la Ioi d’un phé-
nomene. Tracons la courbe LN, y = f"(q:),
entre les limites ou elle est utile, el
menons les langentes MS en un certain
nombre de points M; nous déterminerons
ainsi les sous-langentes PS en chaque
point M, et nous les reléeverons en PM
. sur Yordonnée. Si la courbe LN peut
X étre représentée approximativement par
la fonction y = Aa?, le lieu des points m

sera sensiblement unc ligne droite pas-

sant par l'origine 0, et la recherche de I'exposant p, indépendamment
du coefficient A, peut se faire en menant par le point O la droite qui
s'écarte le moins des points m qu’on aura déterminés. On peut sim--
plifier celle opération, en faisant subir a la' courbe donnéé LN une
transformation directe, ce qui suppose le choix d’une longueur arbi-
traire OA =/ pour mener par le point A la paralitle AB a l'axe OY.
Le point M se transforme en M. Par ce point M’ menons M'S’ parali¢le
a la tangente MS, ct relevons le segment PS’ en Pm’ sur Vordonnée.
Le lien du point m’, si I'hypothése est admissible,. sera sensiblement

g 1l
une droite parallele & axe OX, et distante de cet axe de la quanllté};c

On aura donc la valeur de I'exposant p en cherchant la moyenne des
ordonnées Pm’, et en divisant la longueur OA par la moyenne (qu’on
aura trouvée. o | | . -
"Les courbes y = a”,... obtenues avec la figure ot on suppose / = 1,
peuvent servir i élever les nombres aux puissances, et par conséquent
extraire les racines, a trouver les inverses, etc. La racine carrée s’extraira
en employant la parabole y = a®. On peut aussi, sans tracer aucune
courbe, extraire la racine carrée d’'un nombre donné N, en employant la
méthode’des approximalions successives. Soit en effet @ et b deux facteurs
dont le produit donne le nombre N. On sait que la racine ¢herchée est
comprise entre la moyenne arithmétique de « et de b, limite supérieure,
et la moyenne harmonique des deux mémes nombres, limite inférieure,
c’est-d-dire qu’on a la double inégalité
%ab
Ca--b

<Vﬁ<ajb-
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Sur une droite indéfinie prenons OP ='a, PA =10, de sorte que ¢
- OA = a + b. Prenons le milieu I de*la somme OA Sur une perpe‘ndt ;5
cu_l‘ure a OA, élevée au point A, prenons

R - %

AR = 2PA = 2.

Menons la droite OR, et soit M son. intersection
avec la perpendiculaire 4 QA élevée au point P.

On aura PM = 2ab a0 .

. Fe. 44, 7

a—]—b’O[: 9

la racine cherchée est comprlse entre OI et PM, segments dont le prodult
est encore égal & N. En quelques essais on arrivera i deux limites sensi-
blement égales, et qui représenteront /N avec une.grande approximation.

TRANSFORMATIONS DES DEUX COORDONNEES.

Ce que nous avons fait pour | ordonnee Y, transformée en Y, eny "
sans changement de I'abscisse «, nous S pouvons le faire -pour Vabscisse z,
qui dewendra successivement 2’, z”, ... sans changement de I'ordonnée’y.
On peut d’ailleurs employer une’ méme. longueur / pour les deux trans-
formations, ou prendre des longueurs différentes, suivant les cas.

- Soit, par exemple, I'équation -

-y‘ﬂl — _ALUH,
m et n étant deux nonibres entiers différents, positifs,. prem‘i_ers entre eux,
m étant le plus petit des deux. Divisons n par m, soit ¢ le quotient et » le
reste. Appliquons & l'ordonnée vy, sans changement de labscisse x, ¢
transformations directes successives; si 'on”appelle y, Vordonnée finale
‘ohtcnue par cette suite d’opérations, on aura

Ty.
y =
: Al
et par suite
' . qm, n
T m:x yQ_Amn‘,
qu .

ce qui revient & I'équalion

yq lqm A n—myg ___ lqm Ax?‘, - . N .

équation de méme forme que la proposée, sauf que l'exposant de z est
ramené & une valeur plus petite que I'exposant de y,. - - .
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On divisera de méme Vexposant m par le reste 7, ce qui donnera
m =rq .+, en appelant ¢’ le quotient, et » le Teste de la division, .
Et faisant subir & l'abscisse z, sans changement de Pordonnée Yo 4 OPE-
rations directes successives, on aura, en appelant &, Pabscisse finale de
cette série de transformations,

xr =

qf
Y%
qu

ce qui ramene 'équation & la forme

" lqu‘ y?] iﬂ'}:}r
1 T e————— Y
J q tq! r

c’est-a-dire, en supprimant ¢'» facteurs égaux a y,,

y = ",
ou l'inégalité des exposants a lieu dans 'autre sens.’On pourra continuer
en divisant » par 7/, et ainsi de suite, jusqua ce qu'on ait alteint pour
'une des coordonnées l'exposant 1, plus grand commun diviseur des
entiers donnés m et 7, et pour l'autre I'exposant 0. La ligne représen-
| tative de la derniére équation obtenue sera une droite parallele & I'un
des axes. _
. Nous avons supposé qu’on employait toujours la transformation directe.
Rien n’empécherait d’employer de méme la transformation inverse; cela
~ serait nécessaire si 'un des exposani;s m_et n était négatif, ou si, dans le
courant des opéralions, on employait les restes négatifs correspondants
un quotient par excés dans la recherche du plus grand commun diviseur.
¢

Prenons pour exemple 'équation ya:g_* = A, de la détente adiabatique

. . . . .. ¢
des gaz, y désignant la pression et 2 le volume spécifique. Le rapport =

des chaleurs spécifiques des gaz est exprimé par la fraction qui s¢

1685
développe dans la fraction continue .

1+

LO!

1
14l oo

299 + ...,

b1 b=e

-

dont les réduites successives sont

1

3 4 11 323
2 3 % 935
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11
On peut sarreter a la fraction , qui, par des Lermes médiocrement,
P g q P

grands, exprime le rapport avec une a rommatlon su[ﬁsante. On a ‘donc
}

4 réduire ]equatlon
1

—_

ya;s — A,

*

ou bien _
yba)ll — B’

. B tlant une nouvelle constanle Prenons pour lonﬂ"ueur ! Punité numé-

ri que, el posons

1
. y:J—},
]

en faisant subir 4 y une transformation inverse unique. Il viendra.
J S0 — B.

1\0us ferons subir alabsms.se x deux transformations inverses, ce qui
donnera, en appelant z, la nouvelle abscisse dedulte de cette double
operatlon

et I'équation sera’ ramenée i la forme
y?azf’ = B.

Une transformation inverse de Pordonnée y, nous donnera une nou-
velle ordonnée y, qui sera liée a ¥, par I'équalion

ce qui ramene I'équation a la forme
y3% = B.
Enfin opérons deux transformations inverses de 'abscisse x, en posant
, ' z,
' - . . ml - --—?—. -
Y2
L’équation proposée sera définitivement transformée en

x, = B,

équation qui représente une droite paralléle i I'axe des ordonnées y. Pour
revenir-de cette droite & I'équation donnée, il suffira d’effectuer successi-
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vement les transformations indiquées, mais dans 'ordre inverse. La série
des opérations est représentée par le tablean suivant :

~ x, = B, valeur constante; y, arbitraire ;

x, Y
Ay .
==  p=2
¥s 1
oz W
&I -———-E, y-—-g.
Yy ' ‘

La multiplicité des opérations rend la méthode peu pratique. Elle n’en
est -pas moins intéressantc en montrant comment, par une série d’'opé-

N3, 0" ' 0
et | :‘\\H“i\ L"‘J.\ 1 . '
N?S.Om ) -\m\ '“Q‘; -------- g —p/
m;\\‘“—-——-"“/ i
Net. o | R eSS M A
-:‘- - » N i T '
"™ T=--
N®2.0' I~ -~ -
T T i 7> D =~ NN NSNS B =y
\.,_ T . : :_--________,__‘?‘(__:_::.__—..:It:::.__'::"':.:u'-ﬁ-- 3
my e /
20N e S

-
-
s
. ~L
-
-
- / . L
-~ -
-
T~
. et
i3 v
AN NSy S Pup—— PRSP B e

el

) . . 8 1 3 g
Résolution de 'éguation o8 — — 238+ — 33 — — 22 4+ — =2 0
i 10 + 10 10 + 10

(Peux racines enire 0 ¢t 4 : 0,56 ¢t 0,91).

rations ow il w'y a & tracer que des droites, toute courbe représentée par
léquation y™ = Az" peut se déduire sans calculs du tracé d’une droile
parallele & I'un:des axes. |

-

RESOLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES

On donne une équation du m*™ degré,

L f@=at T e L o g =0,

et on se propose de chercher les racines. réelles quelle posséde dans un
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intervalle donné. Nous supposerons que cet intervalle soit celuide 041,

-

Axe N°4 O™ _ _ _ T

by - S -
e AceN°3. 0"l
X _ T
vo ™ - M.y
AxeN®2 0
.\.\\
- | \
Axe N°5. 0 S,
m;
<
. . ey
AN 0 e

) Résolution de 1'équation x5 — 3z — 2? — 82 -+ 10 =0
(Racine entre ¢ et 4, 0,93).

ce que l'on peut toujours supposer, puisqu’une transformation trés simple
de I'équation permet de ramener les racines entre ces limites.
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Nous allons construire la' courbe y = f{z) entre les valeurs 0 et 1 de
abscisse z. Nous emploierons pour cela la méthode de transformation
inverse des figures, en nous aidant de changements de I'axe OX pour
faciliter les opérations.

Posons

------------------------

Pour une m(,me valeur de z, les diverses valeurs de ¥y, ¥,y <o vs ¥pu_ys ¥
representent les ordonnées de courbes qu'il est ais¢ de construire et de
~déduire les unes des autres par une méme opéralion repetée.

Prenons un axe des z, OX, un axe des 7, QY, et menons une paralléle
| " a0Y a la distance OA = 1 de Vori-

gine. L'axe OX sera I'axe n° 1, auquel

nous rapporterons 'ordonnée ¥,. La
premiére équation y, — ax -+ b repré-
sente une droile, qui est donnée par
" deux points, y, = b pour 2 =0, et

¥

truira cette droite CD, en prenant

N%1. 0
. compte des signes.

_ , Pour en déduire y,, faisons la trans-
N2, ol '

X" formalion inverse sur un certain

* nombre de points de la-droite CD ;.

P . ce qui transforme Ia droite CD en la -

No3. 01 ' A" X" parabole Onn'n"D. Cetle courbe a °
Fio. 15, ‘ pour ordonnée ¥y, par rapport i

. laxe OA. Pour former y,, il suflit
donc de deplacer laxe OA parallélement 3 lui-méme de la quantité

00" = ¢, de maniére & augmenter loutes lcs ordonnées de la quantité ¢.

L’axe O'X’ a partir duquel on comptera les ordonnées yz, sera notre
axe n°® 2, :
Pour passer & y, on transformera de méme les points n, n’, " par

'opération inverse, en se servant de l'origine O’. On obtiendra la. courbe-

U'pp’p"D, dont les ordonnées seront égales au produit y,z. Il suflit de

déplacer I'axe O'X’ de la quantité 0'0” = ¢ pour obtenir I'axe 0”X”, &

- partir duquel seront comptées les ordonnées y,. On répétera encore la
,_‘m(,me opu'atlon sur les points p, p’, p”, en se servant de lomrrme 07, et
par des transporls de l'axe OX, quon déplace de quan».___r-Lé.s convcnables,

Yy =a -+ b pour £ =1. On cons-

X 0O =0b, AD=10-aq,et en tenant

-
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définies en grandeur et en signe par les valeurs des coefficients de I'équa-
tion donnée, on arrwela rapidement & construire la courbe y = f(z), qui
sera, la derniére obtenue.- L’intersection de cette courbe avec I'axe n® m
fera connailre les racines réelles comprises entre et 1.

LJ, méthode que I'on vient @’ indiquer ne differe pas au fond de celle qui
est donnée dans I'Enc yclopédie méthodique, A 'article CONSTRUCTION DES
EQUATIONS, et qui a pour objet de décrire la machine appelée Constructeur
unwersel. La machine, dés le second degré, est & peu prés inexécutable,
et elle posstde- fant de tiges et tant d’articulations, qu’elle ne pourrait
sans doute pas fonctionner. Mais la construction graphique s’applique
sans difficulté. On ¢ommence par prendre pour umité un intervalle OA.
suffisamment 0'ra.nd on partage I'intervalle en parties égales par un cer-
tain nombre de pz;ra.llelea équidistantes. Le T sert & tracer les parallbles |
mr, et un fil tendu en ligne droite réalise les obliques Or, que -'on ne
 trace pas. Il est inutile de tracer les courbes auxiliaires; il suffit' d’en
determmer les points, sans conserver les lignes qui ont servi A les obtenir.
L’épure faite dans ces conditions ne sera pas chargée de constructions, et
Fon se bornera a y tracer la courbe définitive qui fait connaitre la solution.
Il est clair qu’on est maitre de choisir pour mesurer ]es ¥ une unité-de’
~ hauteur, distincle de I'unité des bases.

Prenons pour exemple équation du troisieme degré

a— 2 4+ 3 —1 = 0.
Nous aurons '

i

. yl-:a;_g’ y‘el:yiw +3: ’ y :3/233—1.

L'épure. s’stablit comme il suit : B _

Les axes successifs sont: OX pour la droite CD, dont les ordonnées
- sont les valeurs de y,; : _

O'X’ pour la parabole OD, dont les ordonnées sont y,; _
0’X" pour la ' courbe deﬁmtive Opp'p"D, qui coupe cet axe en «, e,t

Oa
- fait connaitre la racine on eaa_le a 0,43 environ. Cette valeur peut servir

.de point de départ & applicatipn d’une méth‘ode d’approximation. ~
“On remarquera: 1° que les distances des axes 0X successifs sont -détér-

- minées par les coefficients de I’ équatlon donnée, & partlr du 3me; OO' — 3

,‘.' OrOrf — i . )
2° Que toutes les lignes tracées, depuis la droite CD ]usqu& la courbe

définitive, pa.ssenl par le méme point D, sur la paralléle alaxe OY menée -
a P'unité de chstanee S )

Si 1011 v0u__i.__ fles a,cm{,s réelles en dehors de. lmtervalle 0 et 1, on

3*‘" ‘
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devrait changer successivement dans I'équation # en -, x en — z,
i - * - » Lo + )

xzen — —, ce qui raménera les racines réeclles i étre comprises enire ces

“deux limites. On peut aussi réduire toutes’ les racines positives a ¢tre

AxeN°1. O A X
L%
AxeN°3. 0" A b S
c l' "I'
,"J ’f’ '
. L
I ,.,T".
! ','
.5V ]
I .
AxeN°2. __j--
0 A’ ) &

Fig. 16.

comprises entre 0 et 1; car si I'on appelle ! une limite supérieure des
' x

racines, il suffit de prendre pour inconnue le rapport ;= a’, pour ramener

toutes les racines positives & une valeur inférieure & l'unité.

PROBLEME.

Etant donnée dans le plan de deuzx azxes 0X, OY, une courbe OD, passant
par [origine, reconnaitre si cetle courbe est une courbe parabolique d'un

degré entier m, et trowver le degré m,
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Faisons choix d'une longueur OA que nous prendrons-pour- unité,
menons la droite AB, paralléle & I'axe OY ; puis faisons subir & la-courbe
OD une transformation directe qui laisse en place le point D, qui fait
passer le point m en m’, et qui transforme le '
point O en un point O', obtenu en menant o -k
en O la tangente & OD, et en projetant en QY o
le point R od elle coupe la droite AB. La - -/
courbe donnée OmD donne naissance & une AN
ligne O'm'D, et si cette ligne est droite, la O
courbe OD qui s’en déduit par la transfor-
mation inverse est une parabole du second
degré. |

Si elle nest pas droxte on la. transformera
. par Vopération direcle, en partant de la nou- |
velle origine 0’; on obtiendra une troisiéme _ |
courbe 0D, de laquelle on déduira de méme © A X
une quatriéme courbe 0”D, en faisant usage - ° Fo. 47,
de la nouvelle origine 0", et ainsi de suite. : : o
On s’arrétera A la ligne transformeée qui s’approchera le plus de la ligne
droite, et on substituera 3 celte courbe la droite,: issue du méme point
sur Yaxe ,0Y, qui en differe le moins. Le nombre dc transformations
. opérées, augmenté d’une unité, fera connaitre le degré m de la courbe
primitive ; et les coefficients de la fonction ‘entiére sont donnés par lus
.quantités positives .ou négatives, telles que 0O0’, dont on déplace
successivement un axe 0X pour I'amener A sa position nouvelle 0°X’.

xl

- — : ' PROBLEME.

Etant donnés. dans wun plan lrois points |
C, M, D, non en ligne droite, et un axe 27,
faire passer par ces trois poinls une para-
bole dont Uaxe soit parallele a ZZ7. ‘
~ Par les trois points menons$ des paralltles
a ZZ. Faisons choix d'un axe arbitraire, ZX
" et transformons M en M’ par opération
CMRM'. Menons la droite DM’ qui coupe
en 'C’ la parallele CY. La transformation -
inverse de la droite DC', faite & Taide de
l'origine C et de la droite AB paralléle A CY, z| X
donnera la parabole cherchée CmMD. : g Fic. 18.

-
s
s
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INTEGRATION ‘DE CERTAINES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

™y

La transformation directe, définie par la relation y, = —, ou la
- x

1
x

transformation inverse, y — -—-Ff , peut dans cerlains cas rendre iniégfab]e
une équation différentielle qui ne le serait pas
par elle-méme. Nous n’én donnerons qu'un
exemple connu, celui des ¢quations différen-
lielles homogénes. On peat toujours les sup-
poser ramenées i la forme -

_ dy ) -
F1a. 19. . (I) . da, - l(a)) -

®

. On les intégre en posant y = sz, ce qui conduit & 'équalion

(2) : E 'dw:—.—-di'—'
ol les variables sont s¢parées. La transformation revient en réalité 2
opérer une transformation inverse, dans laquelle on a pris la lonﬂueurl
pour unité. L’équation (9) s'intégrera par quadratures. A chaque courbe -
- MN satisfaisant & l'équation (2) corres-
Y ‘ B .
________ -m L pgndla une courbe M'N satlsfaisant.a,
' ; I'équation (1), et pour passer de l'une i
e s Vautre, il suffira de [aire 'opération
s, : définie par le trajet mrO.
' Les deux tangentes en -m et m/', points
qui -correspondent 4 une méme abscisse
0 i A X g = 0p, se coupent en un point H situé
sur la-diagonale pr du rectangle pArm.
On peut chercher le lieu de ce point H
lorsque le point.m’ parcourt le rayon Or, et que le point m se ‘meut
sur 'horizonlale rm. 2 - _

Pour trouver '’équation de la courbe heu des points H, rétablissons la
quantité . = OA, que nous avions supposée jusqu’ici égale & I'unité. Soita
le coefiicient angulaire du rayon Or, et m le coefficient angulaire,
constant pour tous les points s’ pris sur ce rayon, de la tangente & la

courbe (1) qui passe par ces points. On a, en effet, m = F(a). Cela posd,

(o]
12
=

I'15.
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Ja tangente m’H a pour équation, en appelant Y ‘et X les coordonnces

‘variables &’ un de ces points, et © I abSClee Op du pomt m,

Y —ar = m‘Z(X'-— x),

ét la diagonale pr est représentée par I'équation

-.Y _ la

; _ l__x(k‘-—-m).

Eliminons z ventre ces.deux équations; il vient pour I'équation finale

(3) Y2 —mXY (m —-'fra,) IY 4+ a*X = 0,

équation d’une -courbe -du second ordre, qui passe par lorigine O et.
par le point », ot elle touche la droite AB. La courbe est généralement
une courbe 4 centre. Elle devient parabolique lorsque m — 0.’ Lorsque
est infini, elle se réduit aux deux droites OX, AB. A chaque rayon Or

correspond une courbe (3).

- COURBES ROULANTES:

La transformatnon géométrique directe peat &tre apphquée a la résola-

tion du probleme trés général suivant : Etant
donnée une série de cercles concr—*ntnques dc—

crire une courbe MN qui coupe chacun de ces:

cercles sous un angle « donné en fonction du
rayon.7 = OA |

Rapportons-la courbe MN & des coordonnées’

polalres, en faisant choix d’un axe polaire OP,
A partic duquel nous compterons les angles
AOP — 0. L’angle @ formé par la tangente
ala courbe MN avec le rayon vecteur est le

I'1G. 21.

complément de I'angle ¢ que la courbe fait avec la c1rconfu'ence lancrlo w

est donc donné en fonction du rayon 7, et ‘soit

tang [J F(r)

Péquation qui lie ces deux quantités. Mais on a

rdf .
lal'l B= _(E:
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L’équation différentielle de la courbe est donc

- 7dd

-d-;-. et F(?')
ou bien - ' . db :lF(r)d'r,

=

en séparant les variables. Nous pouvons construire en coordonnées rec-
tangles la courbe

m S

]
'
1
i
!
I

OA = [, et menons AB paralléle 4 OY.
Puis faisons 'subir & ma la transformation
. directe, par le tracé OpBp’. La courbe se
P | transforme en une autre m'p'n/, dont I'équa-
0 © A R tion est- ‘

m

y = F(r),
Y] .

E en regardant » comme labscisse, et F(r)
é .....lg - comme l'ordonnée correspondante. Soit mn
; la -courbe représentative de la fonction.
| n Prenons sur OR une longueur -arbitraire
;

I

c— ¥, 0
prcQp— ?‘_-l-—

Fig. 22. r

et par consequent les aires sdr de la seconde courbe sont égales, au

- . F(r)dr .
facteur / prés, aux aires ( 3 ou i do. On aura donc -

6 — QO : —;— ﬁ zdr
et le probléme sera résolu par la quadrature de la courbe transformée.
Ce probléme se présente trés fréquemment dans la mécanique. II'com-
prend le probléme des courbes roulantes, le probléme des trajectoires
décrites par un point soumis A& l'attraction .d'un centre fixe, le probléme
du ‘tracé des lignes géodésiques d’une surface de révolution, ete.

PROBLEME DE QUADRATURE

Proposons-nous de déterminer dans- une courbe donnée, rapporiée &

- des coordonnées cartésiennes, 'ordonnée finale qui assure i l'aire de celte

T
. -courbe f f(x)dz une valeur déterminée S,
T a
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Pris dans toute sa généralilg, ce probleme comprend la résolution des
équations A une seule inconnue, algébriques ou transcendantes. Car si
I'on a & résoudre I'équation .

| | F(z) = 0,

on péut regarder F(x) comme laire de la courbe
¥y = F(x),

~ prise & partir d’une origine @ -arbitraire jusqu’a une limite inconnue z,
et I'équation F(z) = 0 reviendra &

Péquation v . B
HH ’ | J:’______,_.._-——— ™ M L l
[' F(x)dx = Fa). o - ' \\
va '. . . ’ fl y j
“En pareille matiére, on ne peut en e , |

général procéder que par approx1-
‘mations successives. Soit LL’ la - " Fu. 2.

courbe y = f(x). Déterminons l’aire ' |

de la courbe entre I'ordonnée initiale et une ordonnée arbitraire L‘M On
trouvera. generalement pour celte aire une quantité A’ différente de S. Pour
parfaire la surface donnée, il faut donc ‘ajouter & A une tranche, positive
ou négative, telle que MNN'M’, égale & la différence S — A prise avec
son signe. Et si1 cette différence est: suffisamment petite en valeur absolue,
I'arc’ additionnel MM’ sera lui-méme trés petit et pourra étre confondu
-avec une lignevdroite‘ ce qui transforme la figure MNN'M” en un trapeze,

dont la surface sera - 1(h -+ y)a: -en appelant 4 ordonnée 'MN, y la nou-

"velle ordonnée finale M'N’, et « l'intervalle des deux ordonnées. La surface
a réaliser, S — A, peut étre represemée par un triapgle MNA, qui aura

pour hauteur % et pour base NA = [; la surface est%hl Le dieu du’

point M’ qui assure au trapeze une aire constante, rapporté aux axes NX,
NM, est donc I'hyperbole représentée par I'équation

| (h + y)x = hi;,
ou bien

zy = h(l — ).

Cette hyperbole construite coupera la courbe donnée au pomt M’ cher-
ché. La solution n'est qu’approximative, puisque I'arc MM’ n’est pas rigou--
reusement rectiligne. On pourra, si 'approximation n'est pas suffisante,
procéder & une nouvelle approximation. '
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L’équation de I’hyperbole que nous venons de trouver peut éire ramenée
& un type qui servira dans tous les cas, moyennant un simple change-
- ment des échelles des -hauteurs et des bases. Prenons en effet { pour
unité des- bases et & pour unité des hauteurs, et posons

z=lz', .
y :'hy’:

1l viendra pour ]’équdtion-type
zy =1—a;

~elle ne renferme plus aucun paraméttre, et on peut réduire en lable ies
valeurs de 3" en fonction de 4, celte table pouvant s’appliquer & tous les
cas particuliers. S

1]
|

2’ = 0,1 0,203 04 [ 050607 08|09 1
1 ‘ 1|

Mais on peut aussi construire 'hyperbole en appliquant la transforma-
" S tion directe A la droite MA, le point N étant

Y .pris pour origine el la longueur I — NA étant
M | B . I'inlervalle entre les deux paralléles NM, AB.
\ . On a, en effet, pour I'équation de-la droite AM,
Nl rapportée aux axes NX, NM- |
" , Y = h(i - gn__).
o , :
! . .
N » A x ~La transformalion appliquée & un point m

de la droite conduit au point m’ de la courbe

Fi16. 24.
{ransformée ; appelant s 'ordonnée nouvelle

-

pw, on aura y — T Donc I'équation de la courbe m' devient
x5 . |
T= h( 1— ?) > oublen @z =il — z),

¢'est-a-dire I'équation méme. de ’hyperbole qu’il s’agit de tracer. En
quelques traits on. pourra toujours achever, dans chaque cas particulier,
la portion utile de la courbe.
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APPLICATION AU PROBLEME DE LA FLEXION DES POUTRES DROITES.
On suppose une poutre droite AB, de longueur I, chargée de poids
répartis d’'une maniére. quelconque, et posée en A et B sur deux appuis
de niveau. Si 'on appelle y I'ordonnée de la fibre moyenne déformeée sous
Vaction des forces, et x l'abscisse correspondante, mesurée a.partir de:
lappui- A, [équation différentielle de la ‘

- » ' Y - N ‘
courbe dessmee par la fibre moyenne sera ' gl
. ST . 7 Mmoo R
“dy o - el .. LoD f,li.".é::.';.r
—-‘Z = f(w), . i b TNT
dx : I P e
‘ : oSO
Sooel - . : P ;
la fonction f{x) étant la fonction qui repré- g ; |
sente en chaque point la valeur du moment.- ~ ., .- » &
fléchissant p. développé en ce point, divisé | o
par le produit EI, du-coefficient d’¢las- ' Fie. 23,

ticitt E par le moment d’inertiec I de la
section transversale de la poutre. Soit AMB la courbe des valeurs de f(x)
. SR . :
oude — - . —
t ORI CL | .
L’intégration de cetle equatzon du .second ordre, sous la condition que

'la courbe intégrale passe encore par les points A et B, conduit & la relation

& e/ ! .Z -
y =z -[f(:c)da: ——f.ccf(:c)déz: —z | fla)de + %:fmf(a;)dw.
o 0 2o, 0 .

dﬂy

Elle donne, en  effet,
dz?

f(a:) et de plus 'y =0 pour £ =20 et

pour & — L. _
X

Dans cette equatlon ﬁo'urent deux quadra.tures [ flx)dz et f xf(x)dx
0

et les valeurs complétes de ces mteo*rales, quand on les appllque a toute
la portée [. ‘ -

La premiére représente -les aires de la courbe AMB commengant en A
et-se terminant A une ordonnée mp variable.

Pour avoir la courbe dont les aires sont représentées par la seconde
intégrale, nous n’avons qu’a transformer par l'opération inverse la courbe
AMB, en nous servant de la longueur !/ pour intervalles des déux paral-
leles AY, BC; le point m, par le trajet mrA, se transforme en m'. On
obtient aisément un nombre suffisant de points n’, M’, m’ pour tracer la
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courbe. A la tangente horizontale de la courbe AMB, c'est-h-dire au point
le plus haut M, correspond dans la courbe transformée un point- M’ o la
tangente est la droite AM'B elle-méme. Les aires de la courbe AM'B feront

T

donc connaitre les valeurs successives de y f zf(x)dz, et par conséquent
0

la*valeur de 'ordonnée y pour un point quelconque défini par I'abscisse
~m = Ap, est donnée par I'équation

y = or — lo — Qx + O,

© étant l'aire variable Amp, o' l'aire variable correspondante Am'p, et
Q, o les valeurs complétes de ces aires, prises de 'appui A & Pappui B.

La méme construction peut encore étre appliquée au tracé de la courbe
des pressions dans une voiite.en herceau. Si I'on rapporte la courbe
deax axes, dont I'un OY coincide avec le joint & la clef, autre OX avec
la tangente a la courbe au point O, I'équation de la courbe est

Y=2a [ ;(:c)dm —_ f Z:f(:n)dw,
g Vo ‘

f(z) étant la charge qui pése sur I'élément de longueur dx pris sur Paxe
des abscisses. ' '

§ I

La construction indiquée_ peut servir a réaliser dans le plan le mouve-
ment d’un’ point ohéissant 4 une loi donnée. "

Soit £ = f{t) I’équation du mouvement d’un point P, le long de l'axe
fixe OX. Soit 5 = ¢(¢) I'équalion du mouve-
ment d'un second point R mobile le long de
la droite AB, menée parallélement & Faxe 0Y, &
la distance OA = /. Le mouvement du point M
situé & la rencontre de la droite OR avec l'or-
donnée PM est entitrement défini par les deux -

équations
r = f(‘)i.
" F16. 26. - . y - f; = f(t)f(t) = F(¢). .

Il est possible que le mouvement s = o(f) sur la droite fixe AB soit
plus facile A réaliser que le mouvement y — F(¢) sur I'ordonnée mo-
bile PM. - ' ' '
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* Les deux equatlons
' ' z = [(!),
Z = cp(t),

‘prlses ensemble, définissent le mouvement du point M, transformé du.
point M. .
Examinons les relatmns qui lient les composantes de la wtesse du

point M 2 la wtesse du pomt R. Posons? = p, coefficient angulaire de

la droite OR dans le systéme d’axes OX; OY. On aura

. | = pa;
d’ot 'on tire
dy .
'c'i? p di + m
.d”y d*x dp dx d2

P dt2+9dt dr dt“’

equations qui font connaitre les composantes paralléies 4 0Y de la vitesse
et de Yaccélération du point M. , |
. On peut faire sur ces équations les remarques suivantes : :
1° Si les mouvements des points P et R sur les droites OX, AB sont
‘semblables, c’est-a-dire si I'on a toujours un rapport constant, m, entre les
segments OP AR, le mouvement du point M est parabolique.

De I'équation 5 = mz,
. ' ' xz = mx?
on tire'en effet - y=7=-5

équation d’une parabole tangente en O alaxe OX.

.11 en est ainsi, par exemple, dans-le mouvement élémentaire d'un point
le long d'un arc infiniment petit de sa tra]ectoue. Smt 6 la durée du
parcours de 1'arc OB. Prenons

0A — 09,
. oy
sur la tangente AB = 5 Jo,

v désignant la vitesse et j l'accélération totale du point mobile. Nous
pourrons imaginer que le point M est dirigé par le mouvement uniforme
du point P, parcourant ladroite OA avec une vitesse v, et par le mouve-
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ment du ‘point R, également uniforme et s’opérant le long de AB avec
Co : 1 . .
une vitesse %— Les deux mouvements, pris en-
v .
‘semble, définissent. le mouvement uniforme du
point M’ sur la corde OB. Le mouvement para-
bolique du point M se déduit du mouvement
uniforme de M’ par I'opération inverse M'RO.
'2° Deux mouvementis uniformes quelconques,
’'un suivant OX, Fautre suivant AB, donnent au-
Fig. 21. point M un mouvement parabolique, pour lequel,

I'accélération est constante et parallele & OY.

Soit, en effet

s=1a't + b);
il viendra | |
d.l’; L dp Y
@ TR
-Cﬁrf — 0, fl*_p =
di? - ase
Done o .
p | |
: '{g%! = (¢t + V)a 4+ (at + b)a’ = 2ea't 4 (ab’ ' ba’), -
dﬁy . , . : | - |
T 2aa’.

-

3° Le mouvement parabolique des corps pesants en donne un exemple. -
Soit OA la tangente aw point de départ, AB une verticale menée arbi-
trairement A la distance OA = I de V'origine O; M une position du mobile
a I'époque ¢; OP = x Tabscisse, PM = y I'ordonnée, et = = AR le segment
intercepté sur la verticale AB parla droite OM
p A—=" ¢t l'axe OX. Si 'on appelle V la vitesse ini-
tiale, on aura |

0 e M| o
""""" s o
N = V¢,
8 1
"/_529'52,
N - ::Zg:-lﬂ-t' i
Fla. 28. x 2V’ o

.“:;"*‘:1"
de sorte que le point R a un mouvement uniforme. Le mouvement du
. . ” . . [ ¢ . -}
point M, projeté coniquement du point O sur une verticale AB, est uni- .

-
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Torme; de méme que le mouvement du point M, transforme de M, et~

~deéfini par les coordonnées = et z.-
4° Supposons que le mouvement du point M satisfasse a la loi des aires
égales en temps égaux autour du point 0. La condition s'exprime par
I’équation | |
dx dq

o yfff - dt

= A,

A élant une conslante. On déduit des équations générales’

de  ~f dz i dp\ \ -dp-__
¢’est-a-dire
dp _. i )
dt z?’

de sorte quela vitesse du point R est inversement proportionnelle au carre
de Pabscisse OP. Le mouveément du point M’ salisfait donc 4 I'équation
différentielle | |

7’

d:," A

L dt a*

LY
f'--..lr-‘-

¢l 5 .se trouve défini en fonction de ¢ .par 1’équa°tion

) ::C-—-[-—di

ol x d01t étre remplact par sa valeur en fonction du temps.
Si, au contraire, on se donne une relation entre et .,, définissant la
courbe lieu du point M’, on aura
oy
dt — e aﬁd- ,
A

qui déterminera la loi du mouvement de ce point M’, sous la condition
d’assurer une vitesse aréolaire constanie au point M, transformé de M'.

" Phosrine. — Un point M se meut dans un plan. On demande la con-
dition nécessaire et suffisante pour que le mouvement de la perspective
digce pomt vu du point O donné et pro;elo sur une-droite AB qul reste
, 2 dc,termmer smt uniforme. . | )

) Ctb - A=, - Y =900,
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les équétion-s connues de son mouvement r-apporté‘h des axes OX, OY
menés par le point 0. Soit ABla droite cherchée et

(1)  y=aztb

son équation. Appelons x et y les coordonnées du point M'. Si'une de

| ces coordonnées est une fonction linéaire
du temps t, Pautre sera également une
fonction linéaire de la méme variable. On

aura
@ {=f=%=ry
0 a X _
Fis. 29. en appelant F(¢) une fOl]CthIl connue du
temps.

Les equatlons (1) et (2) définissent le point M’. Eliminant y entre ces
equatlons il vient

wF(t) = ax + by

s bi L p= 6
ou bhen: : | “F(l)——a’
et celte relation doit se réduire 2 une fonction linéaire du temps ¢ La
dérivée, par rapport au temps, de cette fonction doit donc étre constante.-

Posons F{t) = 0. 1l viendra . x
. ’ da e
de b dt
dt — (B—a)”?

(ue nous pouvons égaler A la constante — bx; ce qui revient & poser

. db '
L —— )&dt, T.
S CErE R
d’olt 'on déduit
1
(3) - 0 —a-+ ———-——-M = F(¢).
La fonction F(¢}, Iﬁppo'rt des fonctions-qui définissent le mouvement du .
point M, est donc égale, & une constante prés, & l'inverse d’'une fonclion
linéaire du temps ¢. La solution est indépendante de l'ordonnée i I'ori- -
gine b; car sile mouvement de M’, projeté coniquement sur AB, est uni-
forme, il en sera de méme. pour la projection sur toute autre (honc
paralléle

La solution suppose a- fini, et ne s appllque pas au cas ou la chon.e AD
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serait paralléle 4 OY. Dans cc cas, « serait constantet égal & [, et y serait

. égal A IF(¢). TI'faudrait donc que F(f) fit une fonction linéaire du temps ¢;
. de sorte que la condition nécessaire et suflisante est que la fonction F(t),

~
L¥-2

rapport des fonctions fet o qui définissent le mouvement donné, soil une

fonction linéaire du temps, ou qu'elle soit, a une constante prés, l'inverse
d'une fonction linéaire de t.

§ IV

~ Jusqu'a présent nods avons supposé que 'ordonnée y ou l'ordonnée z
étaient données en fonction de I'abscisse . On peut examiner aussi le cas |
ol l'on établirait entre y el s une relation quelconque, et ol I'équation

servirait a trouver la relation entre Y et 2 qu1 définit la courbe correspon-
dante. Si 'on fait, par exemple, -

= (),

¢ désignant une fonction arbitrairement choisie; on en déduira

pour I'équation de la courbe qui, transformée en (x, z), assurera la rela-
tion 5 — ¢(y) entre les deux ordonnées correspondantes & la méme

: abscisse . Si l'on prend- pour ¢(y) des fonctlons sunples on arrive a

PO

-

quelques résultats- intéressants:

. 1° Soit d’abord y + 5 =u, a désignant une constante on aura pour
equatlon de la'courbe primitive |

o | x(a — y)
(1) y =29,
qul rep_résénte une h’yperbole 'paséant par le point O. Elle a pour centre C |
le point @ = — {, y = a; ses asymptotes sont paral]éles aux axes coor-

donnés. Elle se tn‘ansforme dans I’hyperbole a—5= '%f symetrlque de

'lhyperbole (1) par rappoxt ala drcute y =

l\QIQ
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Si l'on posait 3 —y = &, on trouverait de méme une hyperbole

@ g =2e 1Y) j‘ ),

(ui passerait encore par l'origine, qui
/ : | aurait ses asymplotes paralltles aux
7] ‘axes coordonnés, mais qui aurait pour
Ps . centre C' le point z =1, y= —«.
P = Elle est symétrique de 'hyperbole (1),
e N | par rapport au point O. Elle se trans-
' forme, par l'opération direcle, en I'hy-
perbole

. f i
1 N ;*“"a:-"’!

ke, 30. ' ' [}

“qui nest autre que I'hyperbole (2) donnée, déplacée de la quantité a
paralltlement & Vaxe CY. |

20 Faisons ensuite - ys = n’,

0 . a2
. x>} —
_ e . X ¥y At
On en déduit Y= —— = — =
! [y
. . . . 0.2
ou bien V=7

équation d’une parabole dont l'axe est
parallele 4 I'axe OX.
La courbe transformée a pour équation

— — o bien F;P=— —.
{ _ :u

o a3 __la?

Soit-ON un arc de parabole, OX la
direction du diametre (ui passe au
point O, OY la tangenle conjuguée 4 ce
diametre. Prenons OA =1 et menons AB
parallele & OY. On aura, en prenant un
F1c. 31. _point M et en menant OMR et MS,

AS = Y, AR = 3,
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" et par conséquent yz = @ Or on a Y = a pour x = l Par suite

LY

AS 3¢ AR — ﬁ2

~ Si-Jon prend AN = AN sur Jaxe 0\ a paltu du peint A, le cercle
mené par S et R tangentiellement & OX touchera Iaxe des z au point N,
Lorsque | = a, ce point N coincide avec le point 0.
- A cette pmprlett, géométrique corlespond une proprlele mécanique des
cordes SN, RI'; si I'on suppose horizontal I'axe OX, les deux cordes SN',
RN seront parcourues dans des temps égaux par deux moblles pesants,
' -abandonnt,s sans vitesse en R et en S. .Cette propriété appartient aux
cordes RO SO lorsque | — a, ou. lorsque le pomt \ est.situé sur la
])1ssectrlce de ' angle des axes. _ ,
- 3° Si I'on fait y = Kz, K ‘élant un- nombre constant, on trouve pour

, oo ; ’ - J
Y, + - . - ; m " - 7 L I
] equatlon de la courbe primitive y —= -h—‘?: ’ Ty _
ce qu1 n'est’ compatible avec z variable qu’antant que lon a J — 0 La
courbe est donc réduite ala\e OX lui-méme. T

.Enfin; on peut représenter d’une mﬁmte de manitres une fonction

A} H ’ B

A ) / -

L]

par le nsem ble de deux courbes, dont les ordonnecs soient respectwe—

3*&5

\

ment- gales 4 5 et y, cés ordonnées correspondant a une méme absmssca,
déterm inée en fonctlon de = et de y par lequatlon

o

Lt Q:i:

Y
— [ > .
(y)

L]

e L a=1X

-G

La.relalion enLre et y sera telle qu’on pu1sse déduire l une’des ordon-
nées de l'autre par 'opération dlrecte ou par loperamon inverse. Il est
‘ remarquer que la fonction la plus 51mp1e — Ky, est représentée dans
ce systeme par deux drmtes qu1c:01nc1dent avecla paral]éle a axe OY mencde
. [
au point uont I abscisse est K’ et qu 0110 echappe pal suite & ce modfu de

? K . ‘
1eplebenl¢l,10n S . : ~ SR ‘ )

1 -
¥

-4* ’
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SUR LES SECTIONS PLANES DES CONES QUELCONQUES DU SECOND DEGRE [L’2 c}

[
+

tr

— Séance du 10 aotit 1894 —

4

Tout cone oblique ayant pour base une conique peut todjburs étre
coupé par un plan -suivant une des trois coniques; on peut donc choisir

FiG. 1.

s- “ pour plan de base celui qui donne une
© “section elliptique, ce qui réduit notable-

ment la question sans lui fiire perdre
son. caractére de généralité.

~Le céne du deuxiéme degré, ainsi que
toute surface du second ordre i centre

" unique, a trois plans diamétraux prin-

cipaux et trois axes. Dans le cad gn ques-
tion,. les plans diamétraux pfincipaux
sont : celui mené par le sommet paral-

lelement 4 la base et ceux menés par le

sommet et contenant, chacug, I'un des

axes de la courbe de base. En outre I'un des axes de la surface comique.’
- considérée joint son-sommet au centre de I'ellipse prise pour base.

Imaginons maintenant un cone de révolution circonscrit au cone

-donné ; toute section, telle que BMD (fig. /), conduite perpendlculalrement

A l'axe SO du cone de révolution, bissectrice de I'angle ASB .donnera,

D O P

1
H
!

_F1c. 2, .

une courbe fermée, qui sera une ellipse, puisque
si ¢’était un cercle, le cone serait de révolutlon ce
qu1 est -contraire 4 'hypothése.

Une section quelconque EMF, faite sur’le cone
donné, coupera la section normale BMD & l'axe du
cone de révolution suivant l'ordorinée MP, com-

mune h deux sections, de méme quc le cone circonscrit au cone donné

~* suivant une cllipse, dont I'ordonnée MP (fig. 2) apparlient éwdemmen; au

cercle décrit sur BD pris comme diamelre.
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Or d’apres un ‘théorame bien connu, on a:

-

a’ et d deswnant les axes de la seclion faite dans le cone.

!

De méme <.
I : m"z:PB.PD

et si I'on deswne par y Vordonnée PM de la sectlon circulaite faite sur

le cﬁnc donné,- on aura : o
fz *
yz PB.PD. BN

\

. ’

On voit aisément, d’aprés la figure * !

¢ =(@—3).sinew.

80, oab -'h:—(cz———a).cd\sd"\" ab
"——:‘_—7: I ou g _'. h - T — ; —,
SO =4 .b.\/az_a‘z _ . _ b\/as__an .

dou: > . —_— o o -
' ' '--. ' ’ . b — P a— o ~ ‘.

.. br:& }azv__ 02 (1 — }L O'COS (:U) . .

P oL . - R . LA \

aet b étant les.demi-axes de lellipse de base et 5la disl;émce du centre
de lellipse au point O, ol T'axe du cone de révolution perce le grand
axe delelhpse, distance qui est foncmon de Tobliquité . '

I expressmn (A) dev1endra. donc,. d’aprés les expressions precédentes :

aa-o

2 g 3\ s . .
yﬁzb—<a’ : h) . (COSéCtto'—-—-,q. ck"-cotang m).PB.PD. By -

h

En deswnant par « lanole ASO BSO1 ; par f lano'le SFE, et par d,
la “dlstance SF on v01t que les deux trlanﬂles DI'P et BPE, donnent
z 8in B

. ‘151) _¥S0B . bR 9y sina— 250 (@+2“)
« 7 7 cosa - T cosa

ce qui ramene l'expression (B) & . . \

b”(a—{—S) ( -3 ) [2(5 sin f. smu. _ sinB. sm(ﬁ—l—%)?]

cosécm*—--———- col w — ¢ 2
a*\a—3s /3 CoSs o CcOS

y2
b

formule générale des sections planes fautes sur un cone quelconque du
deuxiéme degré.

’

-
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Tichons d’obtenir mainlenant la condition pour que le cone donné

admetie des sections cycliques.
En effet, il en existe dés que:

b* sinB.sin -+ 22) 1
@'’ ' costa T

Az

en faisant pour abréger:

a .
A— (coscc W -— - cotanﬂ‘ w)\/a T

o 7

\ lz a—
Cette relation peut se mettre sous la forme :
: . I .
cos 2(B - a) == cos 2a — 2A2, T costa (C)

Celte égalité, si elle se v'ér‘iﬁe,- donne la condition suivante:
/

2

‘ a —
— 1 S cos-2a — 2A2. tFcos%c ~1,

e

L3

ou:

O<(:4052&—;\2?_0052 j_{-l
ou-encore : .
\ - Al %20052 < éos« o ; 14 Aﬁizt cos® a » f
d'oll : - | | .

i - < 5 |a‘-’
a b<+\/;_\_zSLCza—r—}-—z-

Donc, les deux plans cycliques sont normaux au plan pmnmpal

COl’lthllt le grand axe de la, base.
En supposant que I'équation (C) fournisse une solulion :

28" 4+ 2o = ¢

la solution : | | Qp” + Qo = —

m

1

vérifie encore F'équation (C), et on aura pour la valeur de §:

e
I
Lo ™
|
2
=
~
I
I
!

l
=

(ui
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Le Traité de géon_l'éti'ie'desér'iptive de M. dé la Gournerie, ainsi que
d’antres ouvrages. classiques, est un peu incqniplet quand il s’occupe des, .
sections planes du cone de révolution. N

M. Lebon, dans son Trauté de Géométrie descriptive, ouvrage tres utile
A Venseignement secondaire clas:,lque “présente, dans une note (*) som-
maire, mais sous .une forme assez générale, le (héoréme suivant’ que peu.

~

-
w2
-

~
- ..-.-_......._.._}‘ -
-~
-~
-0

.

d | S ,

' j
dauteurs~semblent avoir employe La p? O]BCt’tO?’L d'une ‘section plane d'un
cone de révolution sur un plan H.(figl 5) per pendzcula,we a Vaxe du cém._
en son sonwnet est une conique ayant pour foyer ce sommet et powf' dw'ec—,
" Irice Uintersection du plan sécant et dw plan H.

“Au point de vue de I'enseignement, il me semble qu'on doit faire appli-
cation de lexpression qui traduit le théoréme susdit & tous les trois
genres de sections qu’on peut obtenir sur le cone.

La démonstration du théoréme précité,empruntée au {raitéde M Lt,bon |
est la suivante : Soit un cone de révolution 4 axe vertical de sommet s, & "

(*y Vol. 11, page 124.
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dans le plan horizontal H, un plan sécant P«P’ perpendiculaire au plan .
vertical, un point ¢, ¢ de la seclion et une perpendiculaire em d aP, On
a dans 'espace deux ftriangles rectangles: I'un Ees, dont I'angle Eme égale
Tangle B du plan sécant et du plan horizontal. Ces triangles rectangles
donnent :

. es=2Fe.tange - et em = Ee. cotan B
- d’oti ‘ R
es tang ¢ ‘ N
— == ~——— — const, (D)
em cotanfrp |
\
resultat que démontre le théoréme pmsqu 11 dcﬂmt une conique par
rapport & sa directrice.

'Si I'on méne par ¢ nne perpendlcu]alre ala prOJectlon verticale de.
.~ Yaxe du céne et une droite paralléle au plan ‘sécant, et si 'on tourne le
triangle ainsi forrne sur le plan vertical, an a alsement :

: S S0 :
s, =29, ou -~—=—1,,
LR o .
ce qui caractérise la section parabolique.
La figure donne aussi, «, étant compris entre §' et o,

s'e, ou ne -} 5o > Vso,

| - N
: St '
/ : 22
g " no < g
\ o - .
ce qui correspond A une section elliptique.
De méme, o, étant comipris entre «, et s, on a:
| Sa, ou mp+ s < %o,
d’ou :- . S

’qm exprlme que la section est une hyperhole.

Malgré cette vérification de I'expression (D) pour les trois genres de
sectlons quon peut se présenter, un doute peut encore &tre souleve en
ce qui concefne les sections, elhpthue et hyperbolique. .

De ce qui précéde, on voit que le sommet du cone est le foyer de ]a'
section conique et que I'intersection du plan sécant avec le plan H est. sa
directrice. Mais V'ellipse et I'hyperbole ayant des foyers au nombre de
deux, “ainsi que. deux dlrectrlces, ot sont situés lautre foyer et I'autre
directrice? ; -‘

~ Dans les épures qu’on trouve dans les traltes de géométrie dcscrlptwe,
:
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Q _on voit: que le foyer-se détermine d’aprés la symétrie de ces courbes!
En tout cas, et méme pour faire ressortir la génerahte du théoréme
- démontré ci-dessus, on voit que la sec-
tion elliptique, dont la projection esta’ , |
' 'a,ppartlent aussi-4 un cbne qui a a’
et sb, pour génératrices extrémes.
. Alors (s;, s;) projeté sur le plan H-
~ donne lautre foyer de l’elhpse qu on
~_cherchait. :
L’autre directrice est lmtersectwnf—du
~plan sécant avec le plan qui passe par
le ‘sommet du cone qu 'on’ vient de-
 considérer. "
Sil s ‘agit d'une sectlon hyperbohque
on-la suppose, de méme, appartenir &
~un autre céne qu’on trouve représenté .dans. la ﬁgure 4, et au moyen .
duquel-on déterminera aisément soit autre foyer, soit la directrice.

A

Fi6. 4e

= M i, LEMOINE

find ‘ Ancien Eleve de I'Ecole Pohtecmque :}. Paris.
. . . A

¥

LE RAPORT ANHARMONIQUE érumé AU pomr ns VUE DE. LA Géomémoemne
[K 2'1a3].

‘»

— Séance du 10 aoit 1894 — . s

“Le raport (*) anharmonique aété étudié de la fagon la plus compléte dans -
les aplications si nombreuses que ’on peut en faire. pourles ’demonatratlons
geometnques mais.son emploi direct aux. constructlons n’a pour ainsi dire °
" jamais &té tenté. La Geometmﬁ‘raﬁe m’a condmt 3 voir quil y avait 151
, cependant un domaine A explorer et nous alons. essayer de le montrer en :

. exposant. quelques résultats qui se sont présentés a ce propos; ils sufiront
- pour prouver que c’est, en efet une etude méritant I atension.

(*) Approuvant en principe l‘ldee d’une simplification ratinonelle de notre orthographe dont Ia
‘difficulté fait perdre, pour la vaincre; aux -enfants ua temps qui pourralt étre mieux nmployé et
dont l'illogisthe détourne souvent les étrangers de cultiver notre langue, j’ai adopté, dans les mémoires.
gue j’ai présentés & Caen cette année, I’orthocraphe de la SOCIETE FILOLOGIQUE FRAN(;.A!SE, 4, place du
1.ouvre, dont le président est M. MaLvEzIx, et je dois dire que cette modaﬁcatwn 4 mes habltudﬂs ne

m'a coﬁte aucune peine, aucune perte de temps, - Yy
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Soient A, B, G, quatre points en- ligne droite ; nous conveno‘ns que,

lorsquie nois parlerons sans]e spécifier autrement, du raport anharmomque

des quatre points A B C, J) ce sera le raport, gg gg, et nous faisons la
convention analogue pour le mport anhalmqn]qqe du faisceau O(ABCD).

f

CO\TSTRUCTIO’\ I — Rempiace? le raport anharmonique (ABCD)
par le mport de deus longueurs fa, 8.
s e
~ Par C je trace une ligne que]conque sur laquéle je prends C3 =  Ca; 5 je
" (race Aa* D2 qui se coupent en 0;je tracc OB qui coupe «3 en B (fig. 1);
;i est le raporf cherché, obtenu par le sunbole

Op.: ("R, 4R, —[—(‘ + Cy); s:mpllclté:'iB;
.exactitude : 8; 4 droites, 1 cercle.

Inversement si I'on avait trois points A, C, D
et que Yon veuille placer un quatriéme point B
tel que le raport anharmonique (ABCD) soit
doné par le raport de deux lignes m et n, on
voit la construction qu’il y a & fair®; éle serait assez compliquée grafi-
quement; 1l faudrait prendre en éfet: une lonﬂ‘ueur m - n, placer son
niilicu et P'on pourrait alors placer les points:a, 8, 8, ete., ce qui exigerait
35 operatlons elementalr_eb pous donerons plus]om une autre construction
préférable. | : .

[

T Fig. 1.

C O‘\ISTRUCTION 1. — Etant donés quatre points A, B, C, D en Z:gne drotte

et prenant un cinquiéme point C, s céte droite, déterminer le point B,
tel que: (ABCD) = (AB,C,D).

A.— Je trace par B et C deus droites que’lc’onques se coupant en O
(fig. 2) et je trace OD, je trace pa,r A une droite quelconque coupaxlh
. lespectwement OB, OC, OD en B, y, 3; je
E ’ | trace vC, coupant OD en 0’; enfin OB qui

"h.._\‘pr\‘ ; .
NRO s coupe AD en B,, car
I ot U . . -
P gt 1 (ABCD) = (ABy3) = (AB,C,D).
o ::’B l. .‘ C;\‘ R . ) ) . i
' S B, est donc obtenu par le simbole : °

Fig. 2. Op.: (9R, + 6R,); simplicilé: 18; exacti-
- tude : 9; 6 droites.

* Pour chaque nouveau point doné C, analogue & C, et pour lequel je

'}'ogdrais d(:éterminer B, j'aurai en plus a exécuter. . op.: (4R, + 2R,).
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On obtiendra’ donc n pomts par le sm]bole NP
[(Zm—l— ) —|—°)(?z+ Bg]

B. — Autre construction plus simplc, si AD est la corde d’un cercle
tracé. Jetracé par C (ﬁg 3)'une droite quelconque coupant fa cu"confe—
rence en O et C', je trace OB qui coupe la cir--- - |
~_conférence en B,; je trace C/C, qui coupe la-
circonférence en 0'; je trace: O’B qui coupe AD

au point cherche B,, en éfet

- AO’OD) = C (AO OD)
. (TR + iR,); sunphmte T exa};ti-. | |
tude 8 4 dfoites. a - S
‘Pour trouvqr le point B, corespondant & un nouveau pomt 'C2, je n’aura_is

. & tracer que G C, coupant la circonférence en 0, et O} B coupant AD en B,.

Fig. 3.

e e e e e e e e e e e e e e e e (4B+2R2)
Si donc, Jal besom de placenamsx 7 pomts B, B,. Bn corespondants a

',.C,. .. C, 1ls }e seront par. « . .. . . .2 [(4n —}-' )31,4— 9("_":*‘ 1)R,].

| LOVS’IRUCTIO\ III — A. F tant donés quatwe pomts A B, C, D en.
ABCD)

- ligne dr 0itd, placer un . point M sur cdte drozte tel que D
, i
' —'B. Etant donés les qualre poinis A, G, D, M placer B de fagon qwe
| AM : L
- (ABCD) = \{D
TAL—Je trace (fig. 4) une circonférence éIuél'conque passant en-A'et

en D. Soient ¢ le'milieu_de AD, C, et C; les e\trémltus du dlamétre perpen-

diculaire & AD Je trace’ CC2 qui, coupe la circon: - ' ‘:C

férence en O; ; je trace OB qu1 coupe la circonfé- - B,,--”"T‘I““ .
rence €n BH je trace G B1 qui coupe AD enM, "}"I:EC“B\’}' ASCR
“point cherché. En éfet, O(AB,C,D) = C,(AB,C D), I s
‘puisque' les raports sont égaux tous deus - au | Vo A
raport, constaht pour tous les points 0, C; de la % \ 5
circonférence, du faisccau .qui-joint ces points AR e
aux quatre points A, B,, C,, D de cete circon- . 'TC3 f
AM - - s
férence ; or Ga(AB C,D) = (AMiD) = ND " Fic. A
' AM
Done (ABCD), ra,pou; anharmomque du faisceau O(ABCD) MD

: (8R; 4 4R, 4 3C, + Gy 303), simplicité: - 19 exactltude 1
& dr01tes, 3 cercles. ‘

'
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RemarQuE. — Si B et C sont simétriques par raport 4 7, on a:

CMA_ /BAZ | ﬁ
MD (BD) ' _
AM
MD
demment (fig. 4) une circonférence passant par A et-D, efc.; on trace les
drones CC,0, C,MB,; enfin T'on trace B,0 qui coupe AD en Bz |
| : (8R, -+ 4R, -+ 3C, + C, + 3C,); simplicité : 19; exactitude : 12;
4 dr01tes 3 cercles.

Sl 'on done un nouvean point y sur A’D pour déterminer 8 de télc

;}‘S: il ﬁe faut plus qu.e - . (431 -+ 2R,). .

B — Pour placer B de fapon que (ABCD) = » On trace come précé- :

sorte- que (ApTD)

CONSTBUCTION I bis. — Etant dondes quatre longueurs 1, m, n, p,
-Etablir une dwzszon de quatre ponis A, B, C, D .en ligne droue
te‘leque?AB__ 1) AB I)B In

AC = AC'DC ™ mp

et que le v apor ¢ anharmonique

Je trace deus droites quelconques se coupant en C . . . . : (2Ry).
Sur Pune d’éles je prends CA — m, AB =1/, AB et AC ayant Ie méme .
SeDS . . ... . .4 e e e e e e . . . Op.u(6C, + 2Cy).

Sur la seconde drmte Je prends CM = n et MN = p, MC et MN ayant:
lemémesens . . . . . . . ... ... .. .. : (6C, = 2G,).

Par M je meéne, sans tracer NB, une pa.ra.lcle aNB., ... .o

e e e . (2R, 4 R, —1—001—}-20)

: | AB DB ln
?aquéle coupe AG en D, car ORI En tout : |
: (2R, + 3R, + 17C, + 6C,); s1mp1101t0 28 ; exactitude : 19;

3 dro:tes 6 cercles.

v

 CONSTRUCTION III ter. — Etant donés quatre points A, B, C, D en ligne

droite, réduire le raport anharmonique — av raport de deus droiles

AC’ DC
dont une soit Pune des qualre droiles AG; DB, AB, DC.

* SiTon écrit le raport doné _i:les quaire fagons suivantes:
(AB.DC) (AB.DC _
" DB AC ) " AB DC -
T AC 7 BD (AC.DB)’ (AC.DB)—’--
DC ~AB
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r.on voil que la questnon est ramenee a construire pour chaque cas. une
- quatriéme proportionéle i trois droites. Traitons le premier cas.
‘Par D ]e trace une droite quelconque sur ]aquéle je prends DN = DG -

e e e e e : Ry + R, ~-2C, + €,).
- Jde trace par A une par’a\léle'a.la droite qm passeralt enBetenN. . .
............. : 2R, LR, 4+ 5C, +‘2£s)

Lle coupe DN en M et MN est la loncrueur cherchée : . |
. (3R, 2R, + JC -+ 3C;); simplicité: 15; exactltude 10 ‘2dr01tes )
-3 cercles

COVSTRUCTIO’\T IV — Etant donés trois pomts A, B C d’un cercle trozwer
le pomt D de ce cercle tel que le raport “anhar monique des quatre points
) A; B, C, D soit égal au -rapoit anharmomque de quatre pomts donés
L, M, N, P en ligne d? oite.

Le - raport a,nharmomque de quatre poin'ts A, B, C, D d’une conique
- _dont je désigne un point par M étant,.comme l'on sait, le raport anhar-
monique constant du faisceau M(ABCD), ce probléme général serait facile
" & construire, mais' pas trés simple; nous examinerons- seulement, pour
- abréger, le cas particulier qui nous sera le plus utile. La solution s’apli-
. “querait,-du reste, si au lien d’un’ cercle on donait une conique.’ .
: | . ' . .

Ftcmt donés lrois points A B C sur un cefrcle el deus pomt.‘s K et H sur
" la corde AC, trouver le point D du cer cle tel que le raport anhar momque
des quatre pomts A, B,C, D soit égal a (AHCK)

—

Je trace (fig. 5) BH qui coupe le cercle
~en je trace TK qui coupe le cercle en D,
en élet, (ABCD) (AHCK) et 1l en est par
consequent de méme pour tout point du
cercle autre que I.

p.* (4R, + QR?_), simplicité : 6; exacti- . |
Itque : 4; 2 droites. _ “ . Fic. 3. -

L 3

Y

’ COVSTBU'C.TIO\I V. — Trouver le quatrieme point 3 de lintersection d’ wne
conique donee par cing points A, B, C, D, E: A. avec le cercle passant

- par trois d’ entre eus A, B, C; ou B, avec une autre comque passa,nt par
A, B, C et deus autres points D, E,. o

A, —Je trace (ﬁg. 6) le cercle ABC.. op.:-(4R, -+ 2R, -+ 5C, -}~ 4GCy).
Je trace AC, puis DE et BE qui coupent ACen D', B’. op. : (6R, 4 3R,).

| N



60 ' ‘\IATIIEMATIQUFS AS’IBONO\IIF GEODESIE ET ‘\ILCA\IQUC

EB coupe le cercle enl; }e trace DT qui coupe le cercle en K. ...

..... C e e e e e oo oo opat (2R, HRY).
" Je traceDh e e e e oo ... op.: (PR, 4+ Ry,
PR . qui coupe le eercle au point 3, lequel
o Y est le point comun cherché; en éfet :
. A \Z}w S(ABCD) ou 3(ABCK) égale - - -
) A e i _ . :
NIl TN I(ABCK) = (ABCIY) = E(ABCD).
SN SR e |
AU S - o Or, Pégalité 3(ABCD) -—__—E(ABCD)
v e S L ~ . . _
2 SRR o montre que § et E apartiénent & une
méme conique passant par A, B, C, D.
T 0p. s (4R - TR, 4 BC, 4 4C,y);
IR L PR ncé l simplicité¢ : 30; exactitude : 19;
SO N 7 droites, 4 cercles.

Je’ ne crois pas que l'on ait de ce probléme uné construction aussi .
=1mple ‘i le cercle ABC est tracé, le simbole pour obtenir § est sculement
‘ cy - et ... op.: (10R, + BR,).

B. — Pour placer I'intersection & des deux coniques ABCDE, ABCD,E,,
je trace AC, puis DE, BE, qui coupent AC en 1), B’; je place, au moyen
de 'hexagrame de Pascal, I'intersection 1 de EB avec la conique ABCD,E;
je traced), L el je place 'intersection K de céle droite avecla conique ABCD,E,,
le point & cherché est I'intersection de DK avec la conique ABCD,E, :

p. ¢ (22R, + 14R,); simplicité : 33! exactitude: 22; 11 droites.

. Le lecteur s’exercera facilement-au probléme. corélatif : Construire la
quaméme tangente comune & deus coniques inscrites & un, triangle doné .
ABC et qui sont tangentes : la premiére a deus droites 1), L la seconde
a deus droites D!, E;, et-aussi & tous les problemes conelatxfs des cons-

lI’llCtIOI]S mdlquees dans ce ménoire.
-

|
I

CO\ISTRUCTION VI.- — Etant dones cing pomts \ B, C, D,
drune comque determiner la direction des axes.

L

Je détermine (fig. 6), come dans la_construction vV, le point 5 qui se
trouve ‘sur la, conique ABCDE et sur le cercle ABC .

. R (141%1—}-:[1 -}—:)C —}—40)
Jetra,ceoB..... : (2R, -- R,),
qui coupe AC en M. R etant une longueur quelconque JO trace un

cercle M(R) . T N : (G, + Cy),
qui coupera AG en y.‘ el’'n et'Béen v, v, :



E. LEMOINE. — LE RAPORT ANHARMONIQUE ' 6_1

. Les dnectlons des a\es (qu'il n’y a pas besoin de tracer) sonb donees
par celes des droites qui JOII’ldI‘El.lBIlt les points p, vet v, p _

Op.: (16R 4+ 8R, + 6C, + 5C,); snnphclte 30 ; etactllude : 22,
8 droites, 3 cercles. { : )

¢

CONSTRUCTI!’)\ VI — T? acer par points une conique dont' on conail

= cing pomts A, B, C D, E.

Je trace AD (fiq 7), pu1s EB, EC qm coupent AD en B, et Ci\ .

. SRR : (6R, +SB)
Je place M corespondant a (AB CD) pa.r . o8
la CODS}tl‘l.lCthIl I, on : (AB,C,D) = ;ﬁ){ HC‘— ,,_ﬁ,,éc
op.: (8R, 4 4R, + SCL—}—C?—}— 3C;) - A;'C:};Q%{f-n.JL’;gA;:;’\’,Ef“f_"@\ D
et japele B, Iintersection de B,0 avec la . ./ »:\;::i;jfff:" RN
circonférence passant par A et D que jai {wf T N UG
- tracée pour :placer M. 0; C,, C; ayant la ¢ \\\. \ ‘“\",*o
méme définition que dans la figure (4). -5 N 0 VNN S
. Pour® avoir . maintenant un. point o, de . _ ’j'*g;p
1a conique, je: trace par C, une droite quel- | CJ.U ,
" conqué. coupant .la cwconference AGC,D en - T _
0,et’AD en C,. - | T e
Jel trace O R' coupant AD en B ,puis BBP,' CCP '. se coupant enro,
coe e . DAL .. L(op. s (TR - 4RY).

En éfet, E(ABG‘I)) = mp(ABCD) puisque le raport  anharmonique du
. S MY,
‘faisceau wP(ABCD) =S (AB.p D) = MDamsx que celuldu falsceauE(ABCD)

Un premier point de la comque est ainsi obtenu par_le simbole: . . -
e e e e e e e (21R~1—11B+oC+C+303,_

et chacun des autres le seraltpa,l e v o e o woop.: (TR +4R.,). :
Pour tracer n points on aura donc le simbole™: . . . \

op.: (T(n + 2)R, + (4 + TR, 4 3C, +c -{—3(:)

Ceci est une construction par, points; déduite du: Théoréme de Chasleés
 en utilisant la construction IL: Si A, B, C, D sont quatre points fizes
' dune conique el E un pomt quelcongue de cete comque le raport E(ABCD)
est conslant. :

‘La. construction’ est simple, mais -moins cependant que céle qui est
,déduite de ’hexagrame de Pascal, laquéle n’exige .come préparation que
le tracé de quatre cotés BC, CD, DE, EA par exemple du polygone ABCDE;
puis, pour placer chaque point, le tracé d'une droite quelconque passant
par A, et celui de deus droites passant chacune par deus pomts de sorle

[
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_que pour placer n poinls par céte construction le simbole serail. -

e e e e e e e e e C e . . 0Pt (an+8)R (3rz+4
A11151 pour pla.cer dix points, par la= construction VII, il faudrall:
" 138 opérations élémentaires et par céle de Pascal,-qui n'exige que la
régle, 92 seulement. -+ - : o,
. Nous alons doner un nouvel e\cmple de Putilité d’évaluer les construc-
- "tions lorsque ’on applique tel théoréme plutét que tel autre pour obienir

- unrésultat. M. Soxpat (N. 4., 1893, p. 304)a donné un élégant théoréme
qui lui permet aussi de construire les points d’une conique dont on conait
cing points A, B, C, D, E. Voici ce théoréme : |

Si Oest le pont de renconire des droites X et Y har momquement asso-
cides aux points D'et E par raport au triangle ABG ef si une droite o lourne
* autour de O, le point w harmoniquement associé d p sera swila conigue.

Suposons que 'on veuille apliquer ce théoreme & construire. la comque
ainsi ‘que lmdlque M Sondat | |

Prepwratzos‘z.de la construction. — Pour placer O il faut d’abord tracer
~les cotés du. triangle ABC, puis placer X et Y. Pour. trouver la droite X
~ harmoniquement associée & D il faut tracer six droites passant par'deus

points; autant pour Y. O sera dong placé par . . op.: (30R,.+ 13R,).

Construction dun point. — Je trace une droite quelconque o passant
par O, puis pour placer le point » harmoniquement associé g, il faut
tracer deus droites passant par un pomt et six droites passant par deus
points; en fout. . . . . . e e e e e e . -« . op.: (18R, 4 9B2)
-pour chaque point. De sorte que si I'on voulait placer dix points de la
. conique, 11 faudrait 983 opératlons ¢lémentaires ; le simbole serait. . .
e e e e e e e e e e . . : (180R; + 1OaR3)

On aurait 100 droites a tracer; au lieu de fu dr01tes et'de 3 cercles par
la méthode quej’ai donée construction VII, ou de 34 droites seulement
‘par la construction-déduite du théoréme de Pascal. .

CO\’STRUCTIOV VHI. — Mener en B la m:zgente a la conique donée .
par les cmq pomts A, B, C, D, E.

Soit b (fig- 8) le point de la tangente en B qui se trouve sur AC. Si M
. est un point de la conique, M(ABCD) est toujours égal.a L(ABCD) Si M
vient-en B, on- a donc E(ABCD) = B(AMCD).

Soient d, d,, b, les points ot BD, ED, EB coupent AC, daprm cela on
aura : (ACd,b,) = (AGdb) et le point b est fixé par la construction II; il °
- reste & tracer Bb qui est la tangente cherchée. En exécutant la construc-
© tion II, jg peus prendre Eb,, Ed,, déja tracés sur la figure, come corespon-
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' dant aus droites OD, OB de cette constructlon e economlser ainsi . . .
..................... ' : (2R, +-2R,). .
- la tanO*ente en B° eat done obtenue par . '
- Op.: (TR, 4~ 9R,); simplicité : 26; ,exact,ltudga: 17; 9' droites.
Ele est moins simple que.la construction o .
- -déduite de ]hexagrame de Pascal, qui s’éfec-
‘tuerait ainsi-:
Tracer les cinq droites AD DC CB BE, EA ;
DC et BE -se coupant’en I; CB, EA en J; tracer
~ 1J qui coupe AD en K; tracer KB.qui est la
ltancfente cherchée. En tout : ' 3
(14]5{ + TR,);. mmphclté Qi exactk- :
tude 14 T dr01tes _
' La s1mphclté de-cette dernidre constructlon"
 serait encore plus grande relativement & 'autre
| sx au lieu d’une seule tangente en B, on voulalt les tracer a tous les somets

" Fa. 8.

. ; \
. ’

CO\ISTRUCTIO\ IX. — Etant donés deus pomts A, D marquer sw Zw |

" droite AD, des cwples de pomts Bet C tels que le mport anhamnomgue-
BA CA ~

BD C.D soil egal a mport c_le deus lon queurs d?nees m el 11

- A
l’m mmE METODE. — Je trace une perpendlculalre sur le miliea de AD
et.je fais passer (fig. 9 ) un cercle quelconque par A etD la perpendiculaire
au mihiea A de AD coupe ce cercle en K et en h’ .
(“)R1 + R, + 2C, 4+ C, + 3C;). TK
Je place M sur AD de fau;on que MA_m A ™ ',l N\
, MD — ST B, ©
e e (3R —{—QR +MC +403) ] \
Je trace hM C e e : (2R, +Ry), Lo
qu1 coupe la circonference en p. Je trace par g ', o
une droite quelconque qui coupe AD en B et N
lecercleen P. . . . ... : (R, —|—Bz)
Je trace: PK’ qui coupe AD en C. v

P e . : (R, + R,).

En éfet, on a: Ix(Ap.K’D) Il:ri% z = P(A; K’D) BA CA etlon ale

“BD CD
prewmier couple de points B et C par op. : (10R, + 6R, 4= 13C, 4+ C, + 1C,).
Pour avoir d’autres couples, p, K, K’ étant placés une ‘fois pour toutes,
ilsufirade . . . . ... oo 0oL L. . : 3R 4 2R,).
Si I'on veut un couple dont, soit le pomt B, soit le pomt C, soit doné
' da_vance sur AD il faudra ajouter R, & chacun des simboles prccedents.
. .. . ! .
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. Si 'on voulait que les points Bet C fussent tels que (ABCD) — ~
il :faudrait placer M de l'autre cote de A dans le sens DA, -

DeusitME METODE. —— Je conerms une lomueur GHI__ m +-nen

prenantalasmtede ni__GH Hlﬂn.._. Coe e : (3C, + Cy).
Je prends le milien » de GI . . . -op.: (Ql{ |- R —1— QC + ZCs)
Je méne une droite quelconque . . . . . ... L. . Lo0p (By),

soit G le point ou éle coupe AD.

Je prends sur céte droile Coc — Co = Gw ou " ;; " og}. : (83C, +C,).
Je trace Ae, D3 se coupanten O. . . . . . . . op. - (4R, + 2R,).
" Je prends sur o8, «f = m dans le sensaC-. . . . -op.: (8C, + Cy).
- Jetrace OB qui coupe AD en B. & . . o . . . op:: 2R, 4+ R,).
En éfet le faisceau O(ABCD) coupé par’ AD- done le raport anh‘umo-
. _mque Btg g% et coupé par «g, 1ldone%— g‘; é’X(_,l) 7::

: (8R, + 3R, —|— MC -+ SC); simplimtt, 229 exactltude': 19 ;
b d101tes 3§ cercles. '

. Pour placer un seul couple de points B et C cete métode est plus |

simple que la premiére, mais pour placer chaque aulre couple 6n verra
facﬂement qu ’il faut une opération dont le simbole est. . . .. . .
.............. PR : (6R; < 4R, + 6C, +QC
- I,r01s fois et demnie plus compllquee que par la premiere métode. .

SiT'on voulalt quc (ABCD) — -?- | faudralt pl endle aff = m dans l¢
- sens Cx.
: CONS_TRUCTION X. — Etant doné un point A sur une droite BC, p’lacé?'

' - oo R W VT
les poinis A, sur cete droite tels que Uon ait ;:‘E == A,

\

PREMIER CAS. — Le point LX est placé entre B et C..

: - Je decms sur BC une circonférence
g o R R 4G, 3G,
TN . oient K et K’ les points ou la per-
B A R . pendiculaire au miliea » de BC coupe
R A @ & céle circonférence.
N Jéléve en A une perpendiclulaile'
s @ N 7 taBC. op.: (4R, + 9R, + € +Cy-
o w . qui coupe en « et en o la circon-
. férence. -
Je trace aK et al’ . . . . . e oS (aﬁ_li.eR1 + 2R,),

qui coupent BCen A, et Ay . . . . op.: (10R 4 3R, 4 8C, -+ 4C,).

1

m

1
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_ A .
En éfet, on a: K'(BaKC) ==.’(B«KC); mais K'(BaKC) = _—Ai_g’ puisque
s v AB_AB ,

qJB___wC, et a(le&C) AC. A pulsque 'K Passe en A,; donc
AB A B ' | AB ' AB"" : :
AC | 1C AC — AC2 o
~ Si l'on n’avait qu'un des poinls Aj, A] a placer i y aurait & diminuer
le simbolede. . . . . . . . .. e e e e .. oop.: (2R, +R).

Deusikme cas. — Le point A est placé en dehors du segment BC.

Ayant construit come précédemment le cercle décrit sur BC come
dlamétre je placerai au - moyen de ce cercle le conjugue harmonigue A’
de A par raport 3 BC, ce qui augmenterait le simbole de op.: (3R, + 2R 2) -
et jopérerai sur A’ come j'ai -opéré sur A dans le premier cas. Le sim-
' bole serait donc pour ce second cas : - : . |

: (18R, - TR, -i— 8Cy + 4Cy); 51mp1101te 29; ‘exactitude : 18;
T dr01tes 4 cercles -
AB AiB AiB
AC AC CAC

(-

J aurai alors

| CO\STRUCTIOV XI, — Etant dones une cor de AB dun cercle et un pomt

A
M MA:iiéf
| M,B M, B

La constxuctlon précédente (X) est presque identique & cele-ci puisqu’éle
n’en difére que parce que dans cele-ci AB est la corde d’ un cercle ; aussi
nous ne la déveloperons pas. Remarquons seulement que si K et K’ sont
les extrémités du diamétre perpendiculaire i AB et que Ion trace K'M,
coupant la circonférence en C, et que L soit le point de rencontre de AB
et de KC, M, est sur la polaire de L. Il suit de la que si AB est un
diamétre, on aura M, par la construction suivante: '

. On trace la perpendiculaire a AB en M, qui coupe la circonférence
en m, (de Fautre coté de AB.que K'); on trace K'm, qui co_upe AB en M,.

CONSTRUCTION XIL — On done deus pomts Cet D sur une cis wnfe? ence
- d'un méme coté d'une méme corde donée AB; placer sur cete circonfe-
rence les points Q tels que QC et QD coupant respectivement AB en M et
en N, le milieu S de AB soit aussi le miliew de MN.

Je trace CD qui coupeABen L. . . . . . . : -. op. : (211 —I— Rg)
. Je trace les tangentes menées de L  la circonférence (Pau, 1892, Géomeé-

54:
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trografie, construction MVI, 20). . . : (BR, + 3R, + 6C, 4 403)
soient g et ¢’ leurs points de contact,
Je prends le milieu S de AB. . . . ¢ TR, R, 4 2C, + 2C,).

Je trace ¢S qui coupe la cwcouference en Q et ¢'S qm la coupe en {)'.
...................... 3 : (4R, 4 2R,).

Les pomLs (Q et () sont les pomls cherchés.
: (13R, 4 TR, + SC ~+ 603) smphclté : 34 ; exactitude: 21
7 dromes 6 cercles. : -

RE;JMARQUE:S, — 1o DS, gM et ¢'M’ se coupenl; en un méme point A de la
circonférence; CS, gN, ¢'N’ en un point »’ de la circonférence.
9¢ Si AC coupe AB en jetsi A'D coupe ABenj,ona:

Sj = Sj’ et ] A = — i\& ol I'on retrouve une construction X précédente.

BT B
3° Qg et (g’ sont paraliéles a AB.

CONSTRUCTION XIH. — Etant donés une droite AB et un pc;im M, sur céte
droite, marquer sur éle les points M,, My, My, Mg, ... elc., tels que:
MA  MAT | |
MB  FB* W8

t

=
-

>

Je suppose que M soit entre A et B (fig 11). .]e decns sur AB come

dlametre une cuconlerence du centre 0. op.: (2R, 4+ R, -+ 4C, 4- 3C,),
- en M, jéléve une perpendiculaire sur AR qui

gt coupe la circonférence O(0A) en m,". . . . .
”’;ﬁ h I op.: (4R, +2R, + G, + C;).
AN | V- Soient K et K’ les milieus des arcs AB; m,K’
AM;MZ'Q 5—— @8 coupeABenM,. .. ... op.: 2R, + R,).
\ ‘ - On aurait une autre solution en joignant
N mK, etc. Myest placépar. . . . . . . . ., |
‘}‘ .. . . op.: (BR, -+ 4R, + 8C, + 4Cy). (1)
Fia. 11, Pour avoir M,, en M, j'éleve sur AB une per-
pendiculaire qui coupe O(OA)en m, et je trace
m,K’ qui coupe AB en M,; ce qui a_;oute ..............
................ : (6K, 4 3R, + C, + Cﬁ) (2)
J'obtiens de méme Mg, M,G, etc. en pa1 tant de M,, etc., et en ajoutant
chaque fois le simbole (2), de sorte que M, sera obtenu par. . . . . .
C e e e e e e e e e e e .ooop.: [(D) 4 (n—1) (2)]

ou. ... (6n + 2)R; -+ (8n + 1R, 4 (n 4 HC, + (n + 3C,).
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Sil'on prend deus points M,, M, dans la série des points M,, M, ... M
le raport anharmonique. (M, Mq AB) ou ' ‘

. : ' _!.__'_"gp—'-q'
P q g p—q ﬁ“ﬁ2

- Et come .6n peat trouver (voir construction III), .un point u sur AB tel

que _2{]_3 soit égal 4 un raport anharmonique doné on pourra diviser'AB
S ) : :

. ———23""“1

= ; mais on verra que, en combmant les points,

en u dans le raport -

’

M,B B
_ o . : L, wA
~ on arriverait ainsi, de proche en proche, A avoir un point u’ tel que =

wB
L, . MiA ¢
,-,50113 égal 4 -M—B s .4 étant un nombre quelconque. |
. Cest une stude de geometrovraﬁe intéressante & déveloper et qui
. amene & des questions dificiles de minimum sur les nombres.

Sl M, n’est pas entre A et B la construction est plus compliquée.

CONSTRUCTION XIV. — Mant dones su" feme droite deus couples de
points A, A’; B, B" d'une involution, placer le centre O de I'tnvolution,

Je fais passer deus cercles, I un par A et par A", I’ autre pa,r B et par B
de facon qu’ils aient deus points dlntersectxon P et Q 0p (6C -+ 6C,).

JetracePQ. .. . . .. . .. .. C e e e : (2R, —I—R_),
qui coupe la droite en 0. En tout

Op.: (2R, 4- R, 4- 6C, —|— 6C,); s1mphclte 13; eta.ctltude 18;1 drmte
6 cercles. .

Etant dones sur une droite deus couples de pomts d'une involution, placer
les points doubles (que je supose réels naturelement)

Je place Ie centre O de lanOllltIOIl comme precedemment Ce e e

e e e e e B : (2R, 4+ R, 4+ 6C, —|—602)
- Soit A’ celul des deus pomts A et A’ qul est, le plus 0101gné de O.

Je trace AA0) .. U . L L LT L 1 (2C, + Cy),
puis A(A’0) qui coupe OA'en H de I autre coté de O que A op (Cy 4 Gy,
puis H(A’O) qui coupe A/(A’OYenK . . .. . . . . p.: (G, + Cy).

Je trace O(0OK).-. . . . . ... ... ..., op..: (2C, + C,

| qm coupe OA aux pomts doubles cherchés, En tout : :
: (2R, + R, + 12C, + 10C,); s:mphcxte 93 exactitude : 14 ;
1 drolte 10 cercles. . oL )
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. CONSTRUCTION XV. — Etant donés cing points en ligne droite A, B, G,G;D
- trouver le pomt B’ tel que B(ABCD) = (AB'C'D).

Nous iﬁdiquerons simplement la marche 4 suivre, sans entrer -dans les
details.
On construit (construction III) le pomt M tel que (ABCD) —_ ;{I; ;puis

MA MlA

d’aprés la constructlon XT, le point M, tel que ==
MD M, B

—_— le.lS au 1110)"6[1

de'la construction I, ‘2" nous placons B’ tel que (AB'C'D) = R; ﬁ, il s’en-
suivra (ABCD) = (AB'C'D)*.

CONSTRUCTION XVI. — Une division homographique étant déterminée
sur une circonférence par trois couples de points correspondants a, a’;
b, b'; e,.¢’, placer les points doubdles O et 0.

Je trace a'b, ad’ qui se cohpent en J; je trace @'c, a¢’ qui se coupent
en H; ]e trace JH qui coupe la circonférence” aux points doubles O et O
(1OB -+ -:»Bﬂ), simplicité : 15; exactxtude 10; 5 droites.

CONSTRUCTION XVII. — Une division homographigue étant délerminée
sur une droite par les trois couples de points corespondants a, a'; b, b’
¢, ¢, placer sur la droite les points doubles O, 0.

_ Parc et ¢’ je fais passer une circonference quelconque .......
e e e e e e e e e e e e e e e e e e S : (3G, 4+ 3Cy).
Je mcne par a une droite quelconquc qul coupe céte circonférence
en M. . . . .. e e e S : (R, + R,).
Je trace M9, \lb’ Ma; e e e e e e (GR - 3R,)

et jappele a,, b,. a;, by les intersections de Ma, Mb, Ma Mb" avec la
circonférence ; ]e cherche sur le cercle les points 01, O, doubles de la
. division a,, ay; by, b;,, €, €\ v e (1011 -+ 8R,).
Je trace MO, et MO;. . . . . e SR : (4R, + 2R,)
qu1 coupent la.droite aus points cherches Oet O, T
: (24R, + 14R, 4 3C, 4 3C,); simplicité : 38.; exactitude : 24 ;

- 11 drontcs 3 cercles.

~Je n’ai pas trouvé de moyen sunple de tracer dll‘&CtEll’l@i’lt. ces points
doubles sans passer par le cercle,
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CONSTRUCTION XVIIL — Une ellipse est définie par cing poinis A, B, C,D, E;
quel nombre de points doit-on. placer de celle ellipse, pour qu’il soi,
TEORIQUEMENT, plus avantageus de placer d’abord les axes et les foyers et

~ d’employer la consir uction - classique des points de la courbe avec ces
donées, que de placer le méme ‘nombre de points pm la construction deduzte

" directement de hexagrame de Pascal?

_Je trace les cinq cotés AB, BC, ele. . . PR op. : (10R, < BR,).

Je traée les tangentes en A, en Beten C, . . : (12R, 4 6R,).
- Je trace les diamétres qui passent.par les pOlLS de AB et de BC. .
.................. op. : (B8R, -+ 4R, 4 3C; +-3Cy);

ils déterminent le centre O. Smt A le pole de AB; AO coupe AB en «.
Si M est le point de V'ellipse situé sur AQ, la relation OM° = OA . Oa
détermine M par la construction de la moyéne propomoné]e (voir
Géomélr ogmﬁe) en se. servant des lignes deJa tracées sur lafigure par.
....................... . : (6C, —\—3C3)
-Par le point O je méne une paralele a AB. -« . oo 00 e 0
................. . : (2R, + R, +4C + 2C,);
AA; coupe céte paraléle en K. : )
Je prends O’ équipbll,en_t AAX. .. . e e e e e op; : (3G, + Gy)
K est le polede Ad'. R
Sur le je détermine le point N de Pellipse au moyen de la- rela-
uon ON=0«, OK. . . ... . .« o v .. .o : (6C, —|— 3C,).
" Je suis ramené & cohstruire les axes de lellipse conalscant les demi-
‘diamatres conjugués OM, ON en grandeur et en position. En employant
pour cela la . construction. la plus simple que je conaisse, cele de
M. Mannheim, que jai dévelopée (Congrés de Pau, 1892, ou Géomeéiro-
grafie, page 36), jobtiens les axes en grandeur et en position par . . .
e e e e e e (1QR1—{—6R+160+803)
Je place les foyers par. . .. .. < ..o 0o : (3C, + G-
La construction totale faite jusqu’ ici se résume par le smbole :
.............. op. : (44R, -}- 22R, + MC, + 21G,).
Maintcnant on détermine les points de I elhpse quatre par quatre par la
construction . = . . . . e ee e e e e e (6C, —}—C +5C)
donc pour determmer hx poml,s de l'ellipse par ce plocede on aura come
simbole. op.’: [44K, + 22 B, + (41 + 62) C, + 2C, + (21 - 52) Cs |-
' Determlnons maintenant 4x pomts par la construcuon de Pascal ;

Je trace les cing ¢btés. . . . . . . ... . . (10R, + BR,);
chaque point se placera pur . . . . . . - IEI op. : (B8R, + 3Ry,
Pour placer 4z points, il faudra donc en tout. . ... . S e e

e . . [10 4 +22) B, LG+ 129 R,
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On voit que, dans la premiére construction, les cercles seuls varient de
nombre avec le nombre des points a placer, el que, dans la seconde, c’est
seulement Je nombre des droites qui varie. \ -

Pour déterminer 4 points, le nombre d’opérations élémentaires est de
128 - 12z par la premitre métode, de 13 + 32z par la seconde.
Donc lorsque P'on aura 128. + 122 < 13 + 32z d'ou 4z >-—1-34 — 26,0,
il y a avantage 4 construire la courbe au moyen de ses axes et de ses
foyers et I'avantage augmente avec «; mais si le nombre des points est
plus petit, il vaut mieus employel lhexagrame dc Pascal. Pour placer
60 points, par cxemple : z = 15, on aura 308 opéralions élémentaires,
dont 22 droites, 96 cercles par la métode des axes, el 493 opérations
dont 183 droites par Ia seconde: Pour placer 12 points par la métode des
axes, il faudra 164 operatlons ¢lémentaires et 63 par I'hexagrame de
Pascal. ‘

CO\TSTRUCTION XIX. — Constmz:e la moyéne géométrique entre deus
droites OA, OB.

Céte construction, qui consiste & porter sur la bissectrice de 'angle AOB
unc¢ longueur egale & /OA > OB, se rencontre assez fréquemment pour
que nous croyions utile de la présenter el d’insister un peu sur éle.

Voici la construclion que m’a indiquée M. Laisant come étant cele a
laquéle conduit la métode des équipollences : -

Je prolonge AO (dans le sens AO) de OA” = 0B. . op. : (2C, + Ca).

Je trace le cercle ABA’. . . . . . .0 (411 + 2R, + 3C, + 4C,).

Jetrace A'B. . . . ... ... L L, : (2R, + R,),
et par O je méne une paraltle & A'B (métode ’classique Geometrog? afie,
construction XVII). . . . ., . . . . op. : 2R, + R, + 35C, 4 3C,);

ele coupe le cercle ABA’ en deus points y et y';'si y est le point situé
A lintérieur de l'angle AOB, Oy est la moyéne cherchée. En tout : '
Op. : (6R; + 3R, 4 12C, 4+ 8C,); SlmpllCIté 29 ; exaclitude : 18;
3 droites, 8 cercles.
Cherchons & la simplifier par la métode géométrografique.
Je choisis pour OA le plus petit des deux cotés OA, OB et je place A’
comme précidemament au moyen du cercle O(0OB). . op. : (2C, + Cy).
Je trace la circonférence ABA’ par.. op.: (4R, 4+ 2R, 4 5C, + 4C,).

Jetrace AB. . . . . ... ... ... . . . .op.: (2R, 4+ R).
La circonférence A’(OB) me permet de tracer la paraléle 4 A'B menée
cpar Qopar. . .. ... L. op. : (2R, + R, + 3C, + C,),

“en’prenant sur céte circonférence un arc égal a celui qu’éle intercepte dans
. l'angle AOB, etc., de sorte que y et v’ peuvent ainsi étre placés par :



£. LEMOINE. — ' LE.RAPORT ANHARMONIQUE .- T

. (8R, -+ 4R, - 10C, + 6C,) ; simplicité: 28; exactitude : 18 ;
4 drmtes 6 cercles. | . -
" La métode ordinaire me donerait une construction beaucoup plus com-
pliquée puisque la plus simple des métodes classiques, pour prendre -
la moyéne proportionéle entre OA et OB, exigerait déja environ 23 opé-
rations élémentaires ; mais en la réduisant par la géométrografie, nous
ariverons 4 une construction plus simple” que céles que nous venons

d’exposer.

‘0OA étant choisie la plus. petite des longueurs OA et OB, tra(;ons O(OB)
qui coupe OA en C dans lesens QA. . . . . . . . : (2C, 4+ Gy
puis servons-nous de ce cercle pour tracer la blsaectrlce de I’angle "AOB.

e e e e e e e e e e e e e e e : (2R, + R, 4 2C, - 2Gy).

Je trace A(OB) qui coupe OA en D au de.]a de O dans le sens AO,
O : (G, -+ Gy).

Je trace D(OB), C(OB) qm se coupent en E. : . . (QC + 2C;).
EQ est la moyéne proportionéle entre les longueurs OA OB je n’ai plus
quatracer O(OE) . . . . . . . . . oo oo : (2C, 4 Cy),

qui- coupe la bissectrice en y et y'. En tout:

: 2Ry + R, + 96, + TGCy); simplicité : 19; exactitude : 11;
1 dr01te T cercles. '

Le gain porte surtout sur le coefficient de\actltude

~ Voici une métode a peu pres equwalente et qui repose sur le theoréme
sulvant : ' -
 Soit AOB un triangle, ‘B et « les poinis ou la perpendiculaire aw miliew .
de AB coupe le cercle circonscrit, « étant sur la bissecirice de Uangle AOB. -

. Le cercle B(BA) coupe céle bissectrice aux points y el y" pour lesquels

oma: Oy = 0y" = OA.OB.
Je trace les perpendiculaires au milieu de OA et de AB, éles se coupent
en o ; puis le cercle w{wA), cest—a—-dlre le cercle circonscrit & OAB. . .
............... : (4R, 4 2R, + 5C, 4 4Cy);
soit 8 le point du méme coté de AB que 0 ou la perpendiculaire & AB
coupe le cercle OAB, et a 'autre point sur céle perpendiculaire et sur le
cercle AOB. |
~Je trace la bissectrice Qa. . . . ... . . .. . op. : (2R, + R,).
Enfin je trace B{BA) qui coupe céte bissectrice aux points y et " ; si v
est le point qui est dans l'intérieur de I'angle AOB, OY est la moyéne
géometnque cherchée. . . . . . . . . e e e e : (2C, + Gy).
: (6R, 4+ 3R, + 7C, + 8C,); simplicité : 21 e\actltude : 43;

3 drmtes 5 cercles. ‘ :
I} faut remarquer que si I'on a déja le cercle circonscrit au trla.ngle AOB
et les points « et B, ce qui.arrive trés frequemment v et v sefont™

obtenuspar. . . . . . . . .. o .. ' : (2R, +m 4+ 2C, + 3;,

'4'
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en tracant Oz et B(BA) et que c'est céte mitode qui est cwdemment A
employer dans ce cas. | -

) Remarques : L’ang]e AyB = %; si A est le milieu de AB on a
Tégalité des angles By'y et Ay'A, ainsi que ctle des angles Bw et AyA,

A (By est un quadrilatére har momque

CONSTRUCTION_XX. — Etant donés trois points A, B, C d’une figure et les
“deus points A’, B' homologues ¢ A el & B dine autre figure directement
ou mversement semblable & la premiere, placer le. point C de la seconde,
komologue a C de la premiére. '

- Je trace BA et je trace A(B’A’) qui coupe BA en A, . . . . . .

...... »........'....p-(°)R+R+3C+C3)
+ Je place le sometydu paralélograme A ACy en tragant C( ‘A L.
...... (C—i—Ca)
Prenant AC, quand la pointe estenC. . . . . . . .. p. : (C),
eI; tracant A, (LA) qui coupe C(BAYenvy,. . . . . . . op.: (Ci—l—Cs);
“JetraceBC, Ay, .o ... PR op. : (4R, <+ 2R,)
qui se coupenten C,. . -
Je . trace B'(CC)), A'(vC) . . . .. . . .. .. op.: (6C, 4 2C,)

qui se coupent au point C’. ,
: (6R, + 3R, —|— 12C, + 8C,) ; simplicité : 26; cxactitude : 18;
3 dro:tes, 3 cercles..
" Ce mode d’opérer la constr,uctlon m’a été indiqué par M. -G. Tarry et par
M. Bernés. .

CONSTRUCTION XXI. — Placer le point double S de deus figures directe-
- ment semblables dont on conait deus points A, B de la premiére et les
deus points homologues A’, B de la seconde.

~A. Je trace AB, A'B’ qui se coupenten D . . . . op.: (4R, 4 2R,).
Je trace les cercles DAA’, DBB’. . . op. : (8R, - 4R, - 9C, - 1C,);
_dls se coupent en S, | _ |
: (12R, + 6R, 4 9C, -+ 17C,); simplicité : 34; exactitude : 21 ;
6 droites, 7 cercles. _

Si AB, A’B’ étajent tracés, ce qui est le plus ordinaire, il faudrait dimi-
“nuer:le simbolede. .. .. L L L o0 L L L L L, op.: (4R-+4- 2R,).
Nous faisons remarquer que la démonstration de egle simple propost-
_tion de la déterminationi de S est ordinairement légitimée (rés incom-
pletement. (Voir PouraiN, Journal de Mathématiques spéciales, de
.M. Delongchamps, 1891, p. 193 ; Puiskux, Legons de Cinématique, p. 79.)"
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B. Voici une ingénieuse construction du point S due a M. Tarry et qui,
lorsque les droites AB, A’'B’ ne sont. pas tracées, est plus’ sunple que
la précédente puisquele n’exige que
30 opérations élémentaires au lieu
de -34.

Fai mdlque sur la figure des
droites quil n’y a pas A tracer. Je
les ai mises pour ]a clarté de l'ex- .
posmon

Je place (fig. 4?) le quatridme
sommet du paralelograme AA’ BB’

: | : (5C, - 2C,).

Il est. facile de voir que S est le

somet d'un tmancrle BB’% d:rectement
semblable 4 BB”A.

Je trace BB'. . op.: (QB1 +R,) B . Fm_' 1o
et je reporte sur ele dans le sens BB, | : |
Bb—=BB" ... . ............... op (2(]—1—03)

Je vais construire un triangle Bba égal 3 BB’A ; ‘ayant la -poinle en: B,
je trace donc un cercle B(BA) sur lequel est le point a op : (G, + Cy)s

~au moyen du.cercle b(AB"). . . . . . . . .. .. op. : (3C —{—Cs),
je place a. ' o .
~Je place le quatrléme someh a’ du paralélograme B'baa'" en tracant
B'(AB") . : (G C;),
eta(bB’).......‘....'...'..-._...p (2C—I—Cg)
Enfin je trace Ba, Ba’. . . . . . . . . . . ... op. ._(4R1 + Ry

qln se coupent en S. :
: (6R, + 3R, 4 14 C, —]— 1C3), simplicité : 30 ; exactitude : 20;
3 drmtes, 1 cercles. . _ : _

.Céte construction a_ de plus Tavantage de pouvoir sexécuter si le
point D de rencontre de AB, A’'B’ est éloigné. '

M. Bernés m’a indiqué une construclion qui permet de gagner encore
une opération de préparation C, ; & ce propos, je ferai ici la remarque’
générale que,-quand on pratique la géométrografie, il n’est pas toujours

" utile de poursuivre la réduction des simboles, & une opération prés en
plus ou en moins, avec la minutie que je montre dans ce travail ; mais il
était important de le faire‘et, pour montrer pleinement l'usage de ld -
étode, et surtout parce qu'il s'agit de constructions fondamentales qui
revienent souvent dans les tracés ; pour étre complet, il aurait été bon de
doner plusieurs constructions pour chaque probléme, parce que, selon1'état
de la figure ol s’exécute 4 un moment doné une construction, ce n’cst pas
toujours ctle qui, prise isolément, est la plus simple qui se trouve éire
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la plus avantageuse, mais cela nous edt entrainé trop loin et nous nous
" somes-horné, le plus souvent, a céles dont le coefficient de simplicité est
le moins élevé; eles ne sont pas toujours céles qui se présentent tout
d’abord a l'esprit.

Voici céte construction (fig. 713).:

C. Je trace A(A'By . . . . ..o 0oL op. : (:‘BC,—}-C&);' |
AAA)) . . . oo oo E e e e e e op. : (C, 4+ Cy);
‘ puis B'(AA’) qui coupe A(A’'B) en B". .. .. ..

................ : (C; + Cy).

B” est le quatméme somet du paraleloarame AA'BR B"

Je trace BB". . . . . . .. . .op.: (2R + Ry)
et sur BB" je détermine § par le cercle B(AAY). . .
........... .o v.ooop. (G4 Gy).

- Je trace ﬁ(B”A) ....... .oop. : (2C, + Cp
- en prenant B”A pendant ‘que la pointe est en B, le

cercle coupe A(AA’) en «, quatridme somet du para-
lélograme BB"Aa.

Je trace Bz, BA. . . . . . . .op. ¢ (4R, + 21R,)
qui se coupent en S'. Il n’y a plus qu’a construire sur AA’ le triangle AA’S
directement égal A AaS’, ce qu1 se fait par les deux cercles A(AS ), A'(aS").
........................ : (B5C, -+ 2C).
S est le point cherché obtenu par le simbole.

: (6R, 4 3R, -+ 13C, <4 7C,); simplicité : 29; exactitude : 19;-
3 droites, 5 cercles. '

Fic. 13. _ . )

CONSTRUCTION XXIL. — Placer le point double S de deus figures inver-
sement semblables dont on conatl deus poinis A et B de la premiére el les
deus poinis homologques de la seconde.

Je determme (ﬁg 14) B simétrique de B’ par raport 4 la perpendlcu-
laire élevée au milieu de AA’, ce qui se fait

en tracant A'(AB"), A(A'B). . . . . . ..
..... e e wooper (BC + 2C);
puis je trace A(AA} . . op.: (C; 4+ Cy)
‘puis B"B. . . . . .. op.: (2R, + R,

qui coupe A(A’B) en B”; puis avec le
rayon AA’ que j'al dans le compas, Je
-, prends.sur BB” dans le sens BB"”, B"f = AA’
L e e e e e e e e e op. : (€ 4+ G4
et jachéve le paralélograme AB'fe, en pre-
nant B"A pendant que la pointe est en B”
ettracant B(B"A) . . . . L . ..o o000, op. : (2C, 4+ Cy).-

Fie. t4.
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Je trace AB, Bx. . . . . . .. oL L e .. : («4[{1—}—21%2
qui se coupent en §'. | |

Je w'ai plus qu'a fa,lre sur AA’.un triangle AA’'S d:rectement éga,l )
AaS . L oL e s e : (BC,; 4+ 2C,).

Op. : (6R, 4 3R, 4 14C, + 7C,); simplicité : 30; exaélitude : 20,
3 droites, 7 cercles.

Cete construction que m'a donée M. Bernes est cxtremement ingénieuse
et Cest. la plus simple de toutes ctles que j'ai pu tirer des propriciés
du point double S de deus figures inversement semblables; aisi,

| .. AB. _SA  SB . ) ) _ _

loq a: AW TSN S5 donc si 'on trace AA’, BB ,‘ puis les deus
| SA "~ AB _ SB _ AB

circonférences lieus des points S tels que : 1 Sy = AR 2 SET AR

on obtiendra par leur intersection deus points qui seront, I’'un le point
double des deus figures directement semblables ou AB et A'B’ serajent
lignes homologues, l'autre le' point double de deus figures inversement
semblables ot AB” A'B’ seraient lignes homologues.

Citons encore le théoréme suivant dd & M. Laisant : Théore et applzca-
tions. des. équipollences, 1887, p. 179: :

Si A, B, C... A’, B, (... sont les poinis homologues de deus figures

m ° ‘
inversement semblables dont le raport de similitude =, = — et que 'on

AR
BB : r_n_’, les
_ A’ BB . m
points x, 8,... seront en ligne d?'oite; les points a,, B,,. .. conjugués harmo-
niques-de «, 8,... par raport @ A et A’, B el B, elc. respectivement, seront
~ aussi en Zigﬁze droite ; ces deus droites sont ortogonales et se coupent au
- pont double des deus figures.. ' -

divise AA’BB’, elc. en a, [3 . de fagon que

DIYERSES CONSTRUCTIONS DE GEO‘MﬁTBOGBAFlE-

CONSTRUCTION XXII. — Tracer en un point A la tangente ¢ un cerele.
* (Construction XXV de mes mémoires de Pau et de Besancon.)

M. Bernés m’a envoyé une construction qui est la plus simple de toutes
celes que je conais et n'exige pas que le centre du cercle soit marque;
d’'un point B quelconque du cerclc je décris le cercle B(BA). . . . .
B wv..0p. (€ +GCHCy

qui coupe le-cercle donné en A’.
Je trace le cercle A(AA’) qui coupe le cercle (BA) en’ C. R l :
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Jetrace CA. . . . . .. .. e e v . . . . .o0p.: (2R, +R).
En tout : ' ' '
: @R, + R, 4+ 3C, + C, -+ 2C,); simplicité : 9; exactitude : 6;
1 droite, 2 cercles., b L
Je ferai remarquer que céte construction, sauf le trace de CA, apartient
4 la géométrie du compas et qu'éle done un point C de la tangente
en A par le compas seul.

CONSTRUCTION XXIV. — Tracer la tangente au point M d'une ellipse
dont on conail Ies deus foyers T et .

M. Bernés dirige ainsi trés économiquement la construction :

JetraceMF". . . . . .. ..o : (2R, + R,);
puis F(FM). . . . . . . . . .. . .. ... . : (2C, 4+ C,);
puis M(FM) qui coupe F'M en Q au dela de M dans le sens 'M. . . .
.................. N e e (C—I—C)'
puis Q(FM) qui coupe l*(FM) en P,. T o) S (VP S P

Je trace MP, c'est la tangente cherchée.
: (4R, + 2R, + 4C, + 4C;) 5 51mp1101te : 13; ‘exactitoade : 8;
2 drontes 3 cercles.

CO\STRUCTIO\T XXV. — Tracer la tangente av point M d une hyperbole
dont on conait les deus foyers.

Construction tout & fait analogue i la précédente.

- CONSTRUCTION XXVI. — Construire la tlangente -en un point M
d'une parabole dont on conait le foyer F et la direction FF’ de Uaxe.

Je trace F(FM) qul coupe FI" en P du méme cotée de F que le somet
de la parabole. . . . . . . ... .. .« e e : (2C, 4~ C)).
Je trace MP-. . . . . . .. ... e e e e e .0 (2R, + R,),
c’est la tangente cherchée. : | o

: (2R, + R, + 2C, + Cs) simplicité : 6; exactitude : 4; -
drmte 1 cercle. :

CO‘\IQTRUCTIO\ \\VII — Construire la polaire d'un point doné A
: par raport a un cercle doné 0. ‘

Clest la construction XXXIX de la Geomét? ografie, Pau, 1892.
~ Nous avons doné 2 métodes générales diférentes avee 19 come coeffi-
“cient de simplicité ; en voici une aulre, générale également, qui a aussi
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‘¢e méme coefficient, mais ou la’ droite OA se trouve tracée. dans la
¢onstruction. Ele nous a été indiquée par M. G. Tarry.

- Jetrace OA. . . . . e e e e e e e e e op. : (2R, + R,);
puis -d’un ‘point quelconque de OA come centre, je trace un cercle qui
coupe le cercle donéen Cet'D. . . . . . . .. . op.-: (C, + C,).
. Je trace’ CA qui coupe le cercle doné en E. - :
. Je trace ED qui coupe OA en A". cov v« < . . 0p.: (4R, 4+ 2R,); -

A est le réciproque de A.
. Jéleve en A’ une perpendlculalre sur OA ..............

.................. . (4R, + 2R, + €, —l—C)‘

ceat la polaue cherchée obtenue par le smlbole

: (10R; 4 3 R, 4+ C, + C, -+ 2C,); smlph(nte : 19; exacli-
L.ude : 12; 8 droites, 2 cercles. . :

CONSTRUCTION XXVII. — Placer le pole L d'une droite XY donée-
i © par raport & un cercle doné du centre O.

Clest la construction XL de la Géométrografie..

La suivante a le méme coefficient de simplicité que céles que nous y =
avons doné, mais il n’y a pas besoin de distinguer deux cas; &le-nous -a
ete. indiquée encore par M. G. Tarry.

" Japele L' le point ot OL coupe XY.

" Je trace un cercle de rayon "quelconque qui coupe XY en CetD. . .
C e e e e e T e e e e e e e Ce e op. : (6, + 6,).

Je trace C(R), D(R), R étant quc]conque mais pris de fagon que

C(R) et D(R) coupentle cercle doné en P, Q; P', Q' Pel P, Q et ( sont

simétriques par raport 0] ¢ (2C, 4+ 2C,).
Je trace au moyen-de ces dcus cercles C(R), D B (R) la drcute OL’ perpen-

dicalaire &4 XY. . . .. . . . . . .. .. . . .op.: (2R + Ry
Je trace L/'Q. . - > - ... . .. e 0p. : @R, + R,

qui coupe en B le cercle done -_ | .
Enfin je trace BQ". . . . . . . e e e ... oop.: (2R, + R,

qm coupe OL! en L, point ¢hérche,

: (6R, 4 3R, + 3C, +3c3), simplicité : 43; exactitude : 9
3 drmtes 3 cercles '

CONSTRUCTION XXIX. — Construction de la droite Z -;-‘_’.Bﬁ z =0,
- - a* —bic

Cest I'axe d’homologie d’un friangle- ABC et du premler trlanoie de
Brocard (voir N. 4., 1883, p. 203, § 2 2).

Je me sers de la Johe propriété suivante trouvée par | \I G. Tarry.-
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- Soit I le point ou la droite qui joint le point de Tarry N au barycentre G
renconire le cercle circonscrit; la paraléle menée par F a la droite qui
joint le point N au cenitre O du cercle circonscrit coupe OG en . Cela
posé, la perpendiculaire au milieu de FI” est I’'axe d’homologie de ABC
et du premier triangle de Brocard.

Je détermine le point N de Tarry (voir Géométrografie, Congres de Pau

4892, construction LVIT) par. . . . . op. : (8R, + 4R, + SC ~+ 5C,).
Je place le barycentre G en tracant alors dBUb medlanes
Je trace NG qui place F. . . . . . . . .. . .op.: (6R, 4 3R,
NO étant déja sur la figure. :
Je trace la paraléle & NO menée par F par. . . . op. : (3C, + Cy).
Je trace OG qui place I’ sur cite paraléle. . . . . op. : (2R, 4+ R,).
~Je trace la perpendlculaue au milieu de FF. . . . . . . L.
: 2R, + R, -+ 2C, 4 2C,),

- c’est la droite cherchée. En tout : | _
Op. : (18R, 4+ 9R, -+ 13C, + 8Cy) 3 snnpllclte 48 ; exactitude : 31 ;
9 droites, 8 cercles. ' |

CONSTRUCTION XXX. — Construire la longueur : \/a*— b2,

Je prends b. . . . . . . e e e e e e e op. : (2C).
Je trace un cercle O(b) de cenlre quelconque. . . . . . op. : (C,,).
Je méne un diamétre quelconque DOD" . . . . . : (R, + Ry
Je plends a et je tlace D(a), D'(a) qui se coupent en ]_* .......
....................... : (AC, + 2C,);

la dlstance O (il n’y a pas besoin de fracer OI*) esl \/aﬁ—b2
: (R + R, + 6C, 4+ 3C;); simplicité : 11; exactitude : 7
1 droite, 3 cercles. ' : h

CONSTRUCTION XXX1. — Construire la lénguem' Var 4 b2

Je trace une circonférence et un dlamétre dont A et D sont les extré-

mités . .. L L L L L L I : (R, 4+ R, + Gy).
Je trace A(a) gt coupe céte cuuonfelence en B el je trate BD. . .
e e - . op. : (2R, + R, + 3C, + Ca)
sur BD. .
Je prends BC=10b. . . . . e e e e e e e op. : (8Ci + C,).

AC quiln’y a pasbesoin de tracer, est Var 4 b2 _
: (8R, + 2R, + GC - 3(]3), simplicité : 14; exactitude : 93
2 droxtes 3 cercles. |
Il faut remarquel que la ﬂéometrooraﬁe se .préte immédiatement 2
I'évaluation des constructions de la géométrie du compas seul, et, par
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suite, aux tracés sur la sp.‘hére' ; d’ailleurs -toutes les constructions qui se

font -avec la régle et le compas peuvent aussi se faire avec le compas seul ;

en éfet, ces constructlons se raménent toumurs aus Lrois sulvantes :
1° Intersection de, deus cercles; |

20 Intersection d’une droite et d un cercle ;

3¢ Intersection de deus droites. _

La premiére est de I'essence méme de la géométrie du compas ; la
deusiéme peut- s’exécuter avec le compas seul (voir Mathésis, 1882,
p. 220); la troisiéme aussi (voir Mathésis, 1882, p. 221). Cete der-
.nigre construction repose sur la construction de la quatriéme propor-
tionéle & trois droites donées et nous ferons remarquer a ce sujet que la
construction de M. Tarry, indiquée dans notre mémoire de Besangon
(Compléments de Géométrografie) est préférable o céle qui est indiquée
dans Mathésis (loco citate), parce qu’éle “est-plus simple el surtout
parce qu’il sufit de tracer le premier cercle sur lequel se fait la consiruc-
tion, d’un rayon sufisamment grand, pour qu’¢le soit toujours immédiate-
.ment aplicable quéles que soient les longueurs M, N, P.

+

QUELQUES REMARQUES SUR CERTAINES DES CONSTRUCTIONS DE MES MEMOIRES |
DE PAU ET DE BESANGON -

'Géométrogrdﬁe et Complémenis de Géométrografie.

A. M. Bernés m’a indiqué pour la construction du segmient capable,”
une métode de méme siinbole que céle qui est donée (construction XXVIII,
Compléments de Géomélrografie), mais come éle en est diférente et que
le probleme est 1mportant nous alons l’e\poser ici.-

LEMME. — Construire au point A d'une droite AB un angle complémentaire
d'un angle doné xly. o

Je trace un cercle quelconque‘ w(wA) passant en A.. T (G 4+ Gy
qul coupe AB en D; surlz je porte lh — wA cf je. trace E(mA) .o
-‘(*ZC—|—203)
qui coupe 'Iy en’ L' sur le cercle m(mA) dans ]e sens convenable,
'JeprendsDG._IL. et je trace AG. . . (QR 4+ R, +3C -}-C)'
'qm est la droite cherchée, I
: (2R, + R, 4+ 6C, —]— 4C,) '.simphclté.: 13;-exact.1tude_a : 8;
1 dr01te % cercles. |
Soit maintenant @ construire sur AB u seqment capable de U'angle \I) |
Si O est le centre -du cercle qui done le segment cherché, wAB est -
Fangle complémentaire de zly. J'en déduis la construction suivante :

-
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Je trace A(AB), et B(AB) qui coupe ABenl). . . op. : (3C, + 203),
puis I(AB) qui coupe 1z en E, puis E (AB) qui coupe Iy en L et Iz en K.

C e i e e e e e e e e PR . op. : (2C, -+ 2Cy).
Je trace (IL) ou bien A(KL) qui coupe B(AB) en G. op. :"(3C, -+ Cy).
Je trace AG et la perpendiculaire au milien de AB, perpendiculaire dont

j'ai deus points par A(AB)et B(AB). . . . . . .. op. : (&R, 4 2R,).
~ Enfin, je décris O(0A). . . . . . . . ... .. op. : (2C, 4+ (Cy).
En tout : - |

Op. : (4R, + 2R, + 10C, |- 6C;) ; simplicité : 22 ; exactitude : 14&; --

" 9 droites; 6 cercles.

B. M. Jung (de Mifan) m'a fait remarguer qué dans la construc-
tion XLIX des Compléments de Géométrografie (Besan¢on, 1893), premiére
métode, il est possible de gagner une opération C; en la conduisant
ainsi : -

Je trace B(l) qui place L. . . . . . oop. s (8C, +Cyy
puis C(l) qui place P. . . . . . . . . . .. cooop. s (G + Gy
puis B(n) qui place Net L(n) . . . . . . . . T (!LCi—{—?.C,,);
C(m) qui place Q, puis P(m). . . . . . .. ... .oop.: (4G, 4 2Cy);
avec la pointe en P, je prends PC = 1. . . . . | LR (VA

Je trace alors Q(), N()). . . . . . . ... .o.o.oop. (26 -}-903)
qui, par leur intersection avec P(m) et L(n), pl'lcent EetDh.

Enfin je trace CE, BD. . . . . . .. L+ e+« .. 0p.: (4R, 4 2R)
-qui placeﬁt M. En tout : :

: (4R, 4+ 2R, -+ 15C, + 8C,) ; simplicité : 29 ; exactitude :. 19;
2 dr01tes 8 cercles. - ' '

C. Placer 'le reczp?oque A’ d'un point A par raport o un:ce cle
dont on n'a pownt le centre.

(Voir construction XXXV[[I, Pau et Besancon.)

Je trace une droile quelconque passant par Aet coupant le cercle enB

eben C. . . . . ... e e e e e . : (R -+ R)).
Je trace A(AC AAB). . . . . ... . .oop. & (3C,+2Cy)
“coupant le cercle en C’ et en B'. ' | _
Jetrace BC, BC. . ... . ... .. ... ... op. : (&R, +2R,). .

qui se coupent au point A’ cherché. : o
Op.-: (3R, 4 3R, + 3C, 4 2C,); simplicité : 13 ; exaclitude: 8;
3 droites, 2 cercles.




F. LEMOINE. — 'LE RAPORT ANHARMONIQUE | St

'ERRATA A LA GEOMETROGRAFIE (Pau, 1892).

P e ——— e ]

Construction XII. — Dans le simbole final ¢ faut.lire : C, 4- 5C,, au liew
de : 6C;, et : Exactitude : 11; 5 cercles, au lieu de : Exactitude : 10;
6 cercles. R
Construction XVII. — Lignes 9, 13, 19, au lieu de : 3C;, 2R,, 3C,, lire
respectivement : Cq, R,, 2C,. o
4. Ligne 21, au liew de : 6C,, lire : BC,, et au lieu de : Simplicité 11 ;
* exactitude : 8, lire : simplicité : 10 ;. exactitude : 7. '
ConstrucTion XXI. — Premiére ligne, au liew de : 4 droites, lire . 1 droite.

- Constructions XXINX, XXXVI, XL1V, XLV, LI, LVI, LVII. — Voir les
rectifications dans les compléments de géométrografie (Besangon, 1893).

Construcrion XXXIV, — Ligne 3, au liew de: 4R, + 4R,, lire: 2R, - 3R,.
| Ligne 5 en remontant, aprés A(N), ajoules : qui coupe BM en D.

Construcrion XXXV. — Ligne 2 en remontant, au liew de: R,, lire : 3R,.

_ Construcrioxy XLVII. — Lignes 1 et 2 en remontant & partir de I'alinéa
qui comence par : M. Mannheim n’avait pas indiqué, etc., au liew de -
9C,, lire : 8C,, et au liew de : simplicité : 43, lire : simplicité : 42,

Ligne 9 en remontant i partir du méme endroit, au liew de : 4C,,
lire : 3C,.
ConstnuctioN L. — Ligne & en remontant, aw liew de : 6C, ... simpli-
¢ité : 17 ; exactitude : 12, lire - 3C, ... simplicité : 16 ; exactitude : 3.
| Ligne 7 en remontant, aw liew de : 6C,, lire : 3C,. |
- Coxstauction LXII. — Ligne 4, éfaces : @ est le.- o
Ligne 3, éfaces. |
Ligne 6, éfaces.

ERRATA AUX COMPLEMENTS DE GEOMETROGRAFIE-
 (Besangon, 1893).

Construction XXXIV. — Ligne 5, ajoutes : op. : (G;),
Ligne 11, aw liew de : 2C, ; simplicité : 13, lisez : 3Cy; simplicité : 15.
Ligne 12, au liew de : 2 cercles, lisez - 3 cercles. .
G*



82 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE

Consrruction XXXV. — Au liew de - 1883, lises : 1685.
ConstrucTioN XXXVI. — Ligne 8, aw liew de : 6R,, lises : 6R,.

- ConstructioN XLIX. — Derniére ligne de la premiére métode, aw liew de-
3 cercles, lises : 8 cercles.

Ligne 4 de l'alinéa qui comence par : (b) supposons, etc., aw liew
de : MM, CM, lisez : MM _,CM,.

Construcrion LIV. — A partir de : me une construction plus simple,
éfaces jusqu'a la ﬁn (18 lignes).
Construcrion LV, — Efaces.

Construcrion LVIII. — Lire : LVIL.
Aprés : Point de Tarry, ajoutes : ayant placé R par la constructlon
précédenle.

M. Emile LZEMOINE

. - Ancien Eleve de I'Ecole Politecnique (*), 4 Paris.

APLICATION DE LA GEOMETROGRAFIE A LA GEOMETRIE DESCRIPTIVE [K 21 a 3]

— Sédance du 10 ap:‘zt 189§ —

Dans ce que nous avons écrit jusqu'ici en établissant les regles de la
Géométrografie, nous avons toujours suposé que l'on employait unigue-
ment la régle et le compas, pour exéculer les constructions géométricues,
instruments qui corespondent A la Géométrie canoftique des Grecs, de la
droile et du cercle; mais il est évident que, si 'on veut étudier, en sui-
vant une métode analogue, les constructions de la Geéométrie descriplive,
il faut, pour que les évaluations puissent avoir de 'utilité, admétre I'em-
ploi de I'équerre, en créant pour éle un nouveau simbole; nous avons
mensioné cela dés nos premiers Mémoires sur le sujet (Comples rendus,
1888, 16 juillet; 4. F., 1888, Congrés d’Oran). Aujourd’hui nous alons
déveloper céte aphcahon en analisanl les premidres consiructions de-la
Géométrie descrl ptive.

-

{*) Yoir la note du Mémoire p-rééédent. .
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£. LEMOINE. — APLICATION .DE LA GEOMETROGRAFIE 8:

CONVENTIONS ET DEFINITIONS.
'L’opération qui consiste & metre le bord d’une régle en commdence avec
un Point SEra . . . . . . o e e e e e e : (Ry).

“Avec deus points, éle sera.donec spéculativement . .. . - p. : (QBl).
- Quand on se sert de I'équerre pour le tracé des para,léles, 1l faut métre
le bord d’'un ¢6té de-céte équerre en coincidence, soit avec une-droite déja
tracée, —ce qui n’a jamais lieu dans les constructions canoniques de la
régle et du compas — soit avec deus points qui déterminent une droite;
on pourrait dire que céle deusieme opération esl déja nomée :(2R,), en
--¢fet . que ce soit une rigle ou une équerre dont on se serve, 'opération
est la méme et il peut sembler trés naturél, an :premier abord, d’assi-
aniler la premiére opération 4 la seconde; mais je considére qu’il y a
avantage a faire ressortir le degré de frequence dans Iusacre qu on a falt
de Yéquerre pour une construction, aussi:

L’opération qui consiste & délerminer une direction en métaiit le bord
de l'équerre en coincidence soit avec une droite déja tracée, soit avec
deus points, sera désignée non par (2R,), maispar. . . . .-op.: (2R}),

I est clair que, malgré-céte spécification, 'usage quon a fait de lequerre
pourra ne pas ressortir avec une exactitude compléte dans .le simbole
obtenu, car, ayant fail, ipar exemple, une fois l'opération 2R, il peut .y
avoir souvent 4 tracer -plusieurs paraléles i céte méme direction. On peut
métre un indice pour marquer le nombre de paraléles et écrire
2R,, 2R, 2R,. .. suivant que, & la svite-de 'opération du placement d’une
. direction,onatracé1,2,3. . ..paraléles; mais céte recherche d’une représenta-
tion minutieusement exacle me parait sortir de I'espritdanslequel je congois
la Géométrografie. Je n’insiste pas, chicun pourra faire ce qu'tl jugera
bon dans-chaque -cas, el cela n'importe pas-4 la métode; dans:ce qui suit
nous n’emploierons que op.:. (2R]) quél que soit le nombre de:paraléles &
la direction -déterminée, que I'on ait & tracer.

Nous ne comptons pas Facte tout mécanique de- placer la réglefle lon0‘
de l'équerre ou réciproquement,de méme que nous n’'avons pas compte,
dans nos Mémoires précédents, I'acte de poser la pointe du compas en un
point indéterminé du plan. - , |

I‘zure ghsser I'équerre ]usqu 4-ce que son bord passe -eh un point placé

o} N § VR
Tracer la ligne le long du bord de la régle ou de Féquerre, op.: (R,).
Meétre une pointe du compas en an ‘point placé . . . . . op.: (C),

donc, spéculativement, prendre avec le -compas une longueur placée,
c'est-A-dire métre .chaque pointe sur un point, sera . . . . op.: (2G)).
Métre une pointe en un point indéterminé d’une lighe tracée. -op.: (G,).
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Tracer un cercle + . « o« « v v v v v v v ovow v .. .o0p.: (G

D'aprés ces convenlions, toute construction faite avec la régle, le
compas et I'équerre sera représentée par un simbole de la forme . . .
e v e o oo wwoope: (LR LR+ LR, + LE 4 1,C, - LG, - LGy,

l\ous apélerons le nombre: I, 4 4, 4+ ... I; coefficient de simplicité,
¢t le nombre: I, + 1, 4 I, 3 Iy -+ 1;, coefficient d'exactitude; ; sera le
nombre des dreites tracées, I; celul des cercles.

Nous suposerons que 'onse sert d’une feuille colée sur une planche et
que la direction des horizontales (ou paraléles.a la ligne de terre) est
donée par le bord de I'instrument nomsé ¢, lorsqu’il est en position pour
le tracé de l'épure.

Nous admétrons que I'on trace les lignes de rapel avec Uédquerre et le le
apres avoir vérifie que la direction d’un -des cotés de l'¢querre, l'autre
s'apuyant sur le té, coincide bien avec la direction d’une perpendiculaire
a la direction des lignes donées par le té. En dehors de cet usage pour le
tracé des lignes de rapel, nous n’userons de I'équerre que pour le tracé
des paraléles et non pour le tracé des perpendiculaires; je veus dire que,
si j’ai besoin de mener la perpendiculaire a la ligne AB, je n’opérerai pas
ainsi: métre un des cotés de I'angle droit de I'équerre en coincicdence
avec AB, puis tracer une ligne en suivant I'autre coté de l'angle droit.

Nous n’admétons point céte maniére d’opérer parce qu’'éle est regardée
come inexacte dans le tracé des épures de précision, mais il est clair qu’il
n’y a aucune dificulté A évaluer les constructions o I'on n’aurail pas
céte rigueur; métre le bord de Péquerre en coincidence avec AB serait
(2R)) ct le tracé de la perpendiculaire serait : 1° (R,) pour une perpendicu-
laire arbitraire ; 2° (E + R,) il falait que la perpencl_iculaire passit par un
point placé; on aurait ainsi, soit . . . . . . . . . . op.: 2R 4 R,),
soit. « o . . . . oL o p(2R’+R+l&)
pour mener soit une perpendlculalre quelconque, soit une perpendiculaire
passant par un point, 4 une direction donée,

Si j’ai de nombreuses perpendiculaires & tracer & la méme d:recuon,
come dans le cas du tracé des lignes de rapel lorsque 'on a changé de
plans de projection, je trace la premiére ligne de rapel avec la régle et
le compas et les autres avec I'équerre come étant des paraléles & la
premiére,

Je remarque bien une sorte de contradiction dans ces convenlions, car,
“d’une part, jadmets 'usage de I'équerre (aprés vérification de l'ortogo-
nalité¢ d& ses deus cotés)  pour tracer les perpendiculaires lorsque le 1& est
la base sur laquéle éle s’apuie, et je la repousse si la base est une regle;
cependant si I'équerre est juste dans le premier cas, éle n’est pas moins
juste dans le deusiéme. De raisons téoriques a céte contradiction, il n’y en
a point, mais on fait le plus souvent ainsi, et des dessinate urs consulté:
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m’ont dit que le té guidé par la planche était plus fixe que la régle main--
tenue par la main et que l’expérience avait montré que I'on pouvait opérer
ainsi en général, cependant que-dans les cas ol I'on recherche la plus
‘grande prééisio& que l'on puisse atq_indré,-il vaut mieus rejeler complé-
tement 'équerre. A la raison expérimentale, je n’ai rien A dire, mais cele
de la non fixité de la régle me semble peu concluanie puisqu’'on admet
qu’éle sufit pour le tracédes paraléles. Quoi qu’il ensoit, nous n’avons pas
a trancher la question; et puisqu’il fallait se décider, nous avons suivi
V'usage; mais comme nous donons les moyens d’évaluer les constructions:
a : avec la regle et le compas seuls; b: avec la _i'égle, le compas et
I'équerre, céle-ci s’employant exclusivement au tracé des paraléles; ¢ : avec
la régle, le compas et 'équerre, ceéle-ci s’employant aussi pour le tracé des
perpendiculaires & la direction donée par le té; d : avec la régle, le compas
‘et Péquerre, céle-ci s'employant aussi pour le tracé des perpendiculaires a~
toutes les directions, il sufira que I'on choisisse, en faisant une construc-
tion, le mode de notation que I'on veut adopter si 'on désire moditier le
nitre, et qu on évalue alors céte construction en conséquence.
" Pour abréger le langage, nous désignerons par ¢ le somet de l'angle
droif de lequerre, par © et ¢’ les extrémités de lhypotenuse It sera la
ligne de terre. , :

Nous désignerons un pomt soit par une létre- majuscule, soit par les
deux létres minuscules qui représentent ses projections ; ainsi nous dirons.
indiférémment le point A ou le point (@, @) ; la droite AB ou la droite
(ab, a’b"). .

a désignera la projection horizontale du point A, a’ sa projection verti-
cale, enfin O(AB) ou O(R) sera le cercle de centre O et de rayon AB
ou R.

CONSTRUCTION I. — Par un point A mener une paraléle
@ une droite BC.

Placons o7 en coincidence avec BC. . . . . . . . . . . op.: 2R)),
apliquons la régle sur =t" (nous ne mensionerons plus, en menant des
paraléles, céte manceuvre que nous ne comptons pas dans le simbole),
faisons glisser Péquerre sur la régle jusqu'a ce que ot passe en A. op.: (E),
tracons la droite le long deor. . . . . . . . . .. . .. Loop.: (R,

En tout: -

Op.: (93-1 + E+ BQ); simplicité : 4; exactitude: 3; 1 droite.

Il est évident que Pon peut aussi placer =7’ sur BC, apliquer la régle le
long de &7’ (ou de ¢t suivant la position de A) et faire glisser I’équerre
jusqu’d- ce que 1<’ passe en A et tracer alors la paraléle le long de 7,
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CONSTRUCTION 1}, — Placer les traces dfung droite AB. donée
par ses projections.

o La droite n'est pas'dd?w un. plan de profil, On trouve immédiatement.
le simbole: S |
g Op.: (2E - 2R,); simplicité: 4; exaclitude : 2;

. 2 droiles. |

Vi 2° -La droite est dans un plan de profil el est
&t donée (fig. 1) par les projections (a, a'), (b, b') de
_ a,_j deus de ses poials. Soil « le point ou le plan de

_ L: /-y,_ = - profil coupe .I¢; par a et par b je trace des para-
Y s - “leles & la ligne de terre . . .. op.: (2E 4 2R,).
v - Je porte sur ces paraléles et dans le méme sens
:?,;’-A" B, —= «d’; aA, —aa’ . ... . op.: (6C, 4 2C,).
i Je trace A\B;. ..... . . . op.: 2R, 4+ Ry)..
Fie. 1. A B, coupe &t'en V, et la {race horizontale du

' plan de. profil @’za- en H, point qui est la trace .
‘horizontale cherchée de-la-droite AB,_je reléve «V, en Vsur'ad’. , . . .
e e e e e e e e e e e e op. : (2C, + Cy).

La construction a donc pour‘simbolez .
Op.: 2R, 4 3R, + 2E -; 8C, 4 3C;); simplicité: 18 ; exactitude : 12;
3 droites, 3 cercles. . . |

'CONSTRUCTION HI. — Placer les traces dun plan déterminé par les

projections (ab, a'b’) (ac, a’c’) de deus drotles (fig. 2).

Je place les traces H, V de AB et
Punedes traces de AC, H, par exemple:
(construction II). . op.: (3E -+ 3R,).

Je trace HH, qui coupe /t en « et
je trace aV. . . op. : (4R, 4 2R,);
les traces cherchées sont placées par =

Op. : (4R, + 3E + 5R,); simpli-
cité : 12; exactitude : T: 5 droites.

Fia. 2.

CONSTRUCTION 1V. — Par un point (a, a") mener wne paraléle
a une droile (de, d'e’). -

1° La droite DE n’est pas.située dans un plan de profil. Par @ et par a”
je méne des paraléles respectivement & de et a d'e’: .
Op.: (4R’ + 2E +-2R;) ; simplicité : 8; exactitude: 6; 2 droites.
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" Cest la paraléle demandée.. - -
2° La droite DE (fig. 3) siluée dans un plan de’ proﬁl d’ad est donée
par deux pomts d,d) (e, 6. :
Par a, 4, e, je mene des. hor;zonlales .
Co : (BE 4 3Ry);
sur ces trois hor.izontales, ]_e prencls dans le -
méme sens et A partir de a, d, e des lon-
gueurs aA,, dD,, .eE, respectivement égales
~aux distances de o', d',-¢’ & la ligne lt.. . .
......... I : (9C, ~ 3C,).
- Par A, ]e mene une para,]e,le aDE,. . .
C e e : (2R] + E - R,).
Cete paraléle coupe la ligne aa’ suivant
la trace horizontale H de la ligne cherchée.
La droite cherchée est donc déterminée par _
" sa trace H et par le point A au moyen Fie. 3.
d’une construction dont le simbole est:

: 2R] + 4R, + 9C, + 3C; + 4E), snnphclte 22 ; exactitude: 15
4 dr01tes 3 cercles.
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CONSTRUCT-ION V. — Infersection d'un plan doné par :ses traces
- - “p; o et d'une droite AB donée par ses projections.

Je éne la trace aq du plan vertical proletant horizontalement AB.

P . T T . . » . . . . . = 8, . [ (E + BZ)
. Je projéte en p’ sur la ligne de terre le point p oil ap coupe ab . .
............ : (E4+Ry).
. Je trace gple < o e e e e e e PR (QR + R,),
qui coupe a'd” eu: '; je méne la ligne de rapel x'c qui coupe ab en . .
Coe e e e e e e e e (L-]—R,,),-

(z, &) est le p-oint cherche. .
. Op.: (2R, 4 4R, + 3E); simplicité: 9; exactitude: 5; & droites.

CONSTRUCTION VI. — Etant doné un plan par ses traces ap, aq et une

- projection a, par exemple, d'un poinl A de ce plan, trowver laut?e
projection a’. '

Je trace la projection horizontale de ]’h_orizontale du plan doné, hori-

zontale passant par A; ¢le coupelt en h. . . . : 2R| 4+ E 4+ R,).
Je menc la ligne de rapel de & qm coupe aq en h’ et la ligne de
rapel dea .. ... e e e (QE—l—%Bg),

puis la paraléle a la llgne de terre passant en B . . . : (E4+-Ry);
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&le coupe la ligne de rapel de @, en a'; j'ai donc le point cherché (g, a')
Op.: 2R + 4R, 4 4K); simplicité: 10 ; exactitude : 6; & droites; -

CONSTRUCTION VIL.— Mener par un point (a, a') un plan paraléle
@ deus droites donées (de, d'e’), (fg, {'g).

Je méne par A des paraleles D,E, F,G,a DE eta FG . . . . . . .
............. R A Y X (8R; 4- 4E -+ 4R,).

Je cherche la trace horizontale H, et la trace verticale V, de I'une de
ces paraleles D,E, par exemple, puis 'une des traces de I,G,, sa trace
horizontale H, par exemple. . . . . . . . . . . . op.: BE 4+ 3R,).
~ Je trace H,H, qui coupe /tenl, je trace IV,. . . op.: (4R, + 2R,),
H H, et [V, sont les traces cherchées.

Op.: (4R, 4 8R] +- TE +- 9R,); simplicité: 28; exaclitude: 19;
9 droites *

CO\TSTRUCTIO\ VIII. — Trowver la vraie grandeur d'une droite AB
. donée par les projections, des deus points A et B (fig. 4).

1o Je trace ab, je trace par b (sans lequerre) la perpendiculaire 6B, 4 ab

v IR : (6, + %R, + C, + Cy);

ai ) puis par a je lracc une paraléle ah, A bB,. . .

S op. : (2R + E + R,).

L 5 j/ ¢ Je prends bB,, aA, recpectwement égales aux
i N\ distances de &', o’ & la hgne de terre. . . .

g ‘\‘ N ‘\ ' e : (6C, -+ %CB)

Alf; . "0 La longueur AB; (quil n’ y a pas besoin de

. tracer) est la longueur cherchée oblenue par :
Op.: (4R, 4 2R, + 3R, + E + 7C, 4 3C;); simplicité: 20; exacti-
tude : 14; 3 droites, 3 cercles.

“2° Autre métode (fig. 5). — Pard je mine une paraltle a it el je décris

ol @ b(ba). qui rencontre cetle paraléle en a,. . . . .
UL e op. : (R, 4 E + 2C, + G,).
' 5 Je trace par «' unc paraléle a'al & It et par q,

la ligne de rapel ¢,a’,. . . . op.: (2R, 4 2E).

z  Ladistance a;b’ est la longueur de AB, obtenue
: par le simbole :
i ‘ Op. : BR, -+ 3E 4+ 2C, 4+ C,); simplicité: 9;
exactfitude: 8; 3 droites, 1 cercle.

Cette métode est beaucoup plus simple que la
premiére, méme si I'on avait admis pour éle 'usage de I'équerre pour
tracer bB,. |
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- CONSTRUCTION IX. — Par un point doné (a, ') : 1° tracer une perpendi-
~ culaire a un plan doné par ses lraces op, aq; 2° trouver le pied X de
la perpendiculaire; 3° trouver la distance de A au plan doné.

1° De a et de o' jabaisse (sans me scrvir de P'équerre) des perpendi-
culaires az, a’z’ respectivement sur acp, aq, ce sont les promchons de la
drcnte cherchée.
. (4R, + 2R, 4+ 6C, - 6(33), simplicité : 18 exactitude : ~ 10;
2 drmtes, 6 cercles (™). ‘
2° Pour placer le pied X de la perpendiculéire, jemploie la construc-
tion V; il faul donec ajouter. . . . . . . . . op.: 2R, + 4R, + 3 E).
3° Pour trouver la longueur AX ]emplme la construction VII; 2° il
faut alors ajouter. . . . . . . . . . .op.: (3R, 4+ 3E 4 2C, + Cy).
En tout pour la construction compléete : . -
(bB1 -+ '9R, + 6E + SC -1 17C,) ; ; simplicité : 36 ; exactitude : 20;
9 dr01tes, T cercles. ' - s |

QUELQUES MOTS 3UR LAPLICATIO"'I A LA METODE DES CHAI\GEMEI\TS
DE PLAN.

- Je conserve 'un des plans de projection, le plan horizontal par exemple,
et je prends pour nouvéle ligne de terre, la ligne ly¢,, considérée come
tracée sur Uépure.

CONSTRUCTION X. — Construction (sans ’emploi de ’équerre) de la
dz? ection DD, perpendiculaire d 11,

Céte construction a pour but de permétre de mener ensuile avec
Téquerre les nouvéles lignes de rapel. On obtient deus points d’une
direction perpendiculaire & I,t, par deus moyens trés simples entre les-
quels on choisira suivant les cas.

1° De deus points quelconques de 1l,t, comme centres je décris des
cercles de. rayon quelconque, mais tels que les cercles se coupent; les
points d'intersection des deus cercles donent la direction que I'on cherche.

Op.: (2C, -+ 2C,); simplicité : 4; exaclitude: 2; 2 cercles.

(*J Au dérnier moment, M. BerxEs me fait remarquer que céte construction peut étre mieus dirigée
el légérement simplifice, en opérant ainsi:

Je trace a{u@), a(2@}e . v v o v 0 e v e n e e e e e e e e e e s e s 1 (3C, + 2(‘-3),
puis § étant un point quelconque de ap et y un point quelconque de «gq, je trace ,‘(,aa), o;!ya’)
.............................. « .. Opu: (?Cl —|- 2C, - OC»)

le trace Pintersection des deus cercles «(«a), £(Ea) et céle de a(aa’), v(ya’). . . : (4Ry 4 2Ra).

En tout:

Op: (4R + 2Ry 4 3Cy + 2G4 4 ..'.C;) 51mp1:c1té 17 ; exaclitude : 41 ; 2 droitel ; 4 cercles.

Cela ferait par suite une égale simp! 1ﬁcatton a quelques-unes des construcuons suivanies, mais
come notre but n’est que de doner un eremple du mode daphcatnon de la Géométrografie d-la
Géométrie descriptive nous ne les modifions pas.
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2° D'un point gquelcongue O du plan come centre, je décris un cercle
de rayon arbitraire qui coupe i, en AetB . . . . . . . . op.: (€g).
Je {race OA . . . . . e e e e e e e e : (2R, + R,)

qui coupe le cercle en C; B et C sont deus points de la dlrectlon cherchée
- qull n’y a pas besoin de tracer.

Op.: (2R, + R, - C,); simplicité: . 4; exactitude: 2; 1 droite,__
1 cercle. ' °

CONSTRUCTION XI. — Placer la nouvéle projection verticale a/, d'un
point doné (a,a’).

A: — Je trace (sans I'équerre) /¢, élant la nouvéle ligne de lerre, la

ligne de rapel @a;. . . . . . . .. . op.: (2R, 4~ R, 4 3C, + 3Cy);

puis je place a; au moyen de la distance de o’ au plan horizenfal . . .

.................. e e ooopa: (3G, 4 Cy).
En tout '

Op.: (2R, -+ R, 4 6C, +4C3),31mphcltu 13 ; exactitude : 8; 1 droite,
4 cercles.

A'. — Pour placer la nouvéle projection verticale b, de tout aulre
- point (b b), maintenant que la direction des lignes de rapel -est llacee
]je puls ‘employer I'équerre et I’ opération ne sera que :

p-:(2R; + R, + E + 3C, + Cy); snnpllclle 8; exactitude : 6; 1 droite,
1 cerclc . | S

B. — Pour ramener un'point (b, &) & étre raporté au premier sistéme
de projection,-je trace la ligne de rape! 6b', puis je prends & 4 la méme
.distance de I que &, de /,4,: .

- Op.: (R, + E + 3C, 4+ C,); simplicité: 6; exactitude: 4; 1 droite,

. -1 cercle.

CONSTRUCTION XIL. — Placer la nouvéle projection verlicale
a b, dune droute (ab, a’'h’).

A. — Je mene dans le premier sistéme ‘de projection deuslignes de.
rapel quelconques qui placent deus points quelconques A et B sur la

drotte. . . . . . . . .. ... L0 op.: (ZR,).
Je place @/ par le simbole. . . . . . : (2R, -+ R, + 6C, + 4Cy;

puis ayant mamtenant la dxrectlon des nouveles lignes de rapel, je

place. b par. . . . . . . .. . . oop.: (°)R"—'|—'R +E + 3C, 4 Cy)..

Je trace Gh. »o- . (QI{ +R,).
En tout:

Op: (4R, + 2R’ -+ 3R, + E -+ 9€, + 5C,); simplicité: 26; exacti-
tude: 16; 5 droites, 5 cercles. |



~ f. LEMOINE. — APLICATION DE LA GEOMETROGRAFIE " o1

A’. — Pour toute autre droile que la premiére, la direclion des nou-
véles lignes de rapel étant conue, Ja construction se ferait par:

Op.: (2R} 4 4R, -+ 2E +- 6C, —|— 9C;); simplicité: 16; exactitude: 10;
4 droites, 2 cercles. .

I]n méme par > ‘ o _

: 2R - 2R, 2E 4 6C, + 2C;) ; sm]phmte M; exaclitude: 10;

2 drmtes 9 cercles, si deus points. étaient marqués sur la droite dans le
pfemier sisteme.

B. — Pour ramener une droite (b, ;b;) dans le premier sistéme de
projection, je place deus de ses points (a, a)) (b, b’) par des lignes de.

rapel . . .. . oo : (2R -+ 2R,).
Je trace-les lignes de rapel aa’, 80'. . . . . .. . . . . . op..(2R,).
Je place les points @/, &' . . . . . . . oL op.: (6C, I+ 2C,).
Je trace @'b’. . . . . . . . .. . . . .. ..op.: (28,4 Ry,
En toul: / | |

Op.: (2R, -+ 2R L8R, + 6C, 4- 2C.)3 simplicité : 17; exactitude :10;
E) droites, 2 cercles ‘

B'.— Si, ce qui arrive le plus souvent il y avait déja sur, cete dr01te
deus points marqués, le simbole de Fopération serait seulement: o,

Op.: (2R, + 3R, 4+ 6C, - 2C,); simplicité: 13; exactitude : 8; 3 droites,,
2 cercles. | ' h

QUELQUES MOTS SUR LIAPLICATION A LA METODE DES ROTATIONS.

CO\TETBUCTIO\r XU, — Rendre une droite AB par aleie a Uun des plans |
| de projection, au plan vertical, par exemyle.

Je- marque deus points M et N sur-AB . . ... . . . .. " op. : (ZR,).

Je- fais tourner la droite AB autour d’un axe vertical passant par M
jusqu’a ce que AB soit.paral¢le au plan vertical; n a pour nouvéle
p051L10n n, sur la palale]e a lt menée par m et sur le cercle m{mn) . . .
(—{—E+QC+C3)
, est al{ns sur la pala,leie a lt .menée par o et sur la ligne de rapel
menée par 7,. . . . . . e e oo e . op.t (%R, + 2E)..
man; est]a nouvele projection vertlca]e de AB déterminée par ces deus points
m, 7, au moyen du. simbole:

Op (3R, -+ 3E 4+ 2C, + Cs); mmphcué 19 ; e\aclltude 5: B droites,
1 cercle. - :

Si jai besoin de tracer cole nouvéle prolectlon man;, J ‘aural & y ajouter

.......... e opli (@R, 4R
- Remarque. — Les riouvéles projections 4, /; de tout autie point (5 )
marqué sur AB s'obtiendront par. . . . op.: 2R, 2E 4+-2€, + Gy). ..
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CONSTRUCTION XIN (bis). — Placer les nouvéles projections d,, d d'un
point D lié & AB, lorsque AB est venue se placer, par rotation autour de
Uaze vertical passant par M, paralélement av plan vertical.

Je trace le cercle m{md), puis dans le sens dans leque! a lourné AB, je
prends sur m(md) un point d, lel que Yarc dd, représente sur ce cercle
angle dont a tourné mn pour venir en mny, etc.; on trouve que.d, et d;
sont placés par:
Op.: (2R, + 2E + 3C, + 2C,); simplicité: 41 ; exactitude : 7 ; 2 droites,
2 cercles. | : oo

CONSTRUCTION XHI. (ter). —-Rendre la droite AB pe? pendzculawe
au plan horizontal.

Avec les mémes notations que dans la construction XIII,je fais exacte-
ment les mémes constructions en rendant d’abord AB paraléle au plan
vertical, puis je fais tourner la droite MN, autour de I'axe perpendiculaire
au plan vertical passant par N, (ou par M si 'on préfere) jusqu’a ce qu’éle
devienne verticale, ce qui, sans tracé nouveau, montre que la droite AB
devenue perpendiculaire au plan horizontal est représentée en projection
horizontale par le point #, et en projection verticale par la ligne nn,.

CONSTRUCTION XIV. — Trouver la nouveéle position (d,d.) d'un point D
lié a AB lorsque AB a élé rendue perpendiculawre au plan horizontal
(fig. 6). .

' Je fais tourner D aulour de l'axe ver-
tical passant par M de l'angle dont j’ai
fait tourner la droite AB pour la réndre
paraléle au plan vertical; D vient ainsi en
dy, d). . op.: 2R, 2E 4 5C, +-2C,).

Je fals maintenant lourner (d,, d;) au-
z tour de I'axe perpendiculaire au plan ver-
lical passant en (n,, %) du méme angle
dont MN, a tourné pour devenir perpen-
dlculalre au plan horizontal. . .
4 . : (2R, + 3R, 4 2E +4- 5C, +QC)

N | 4=, j’obtlens ainsi la position (d,, d) de D

" lorsqu’il a suivi le mouvement de AB

Fi6. 6. . devenue perpendiculaire au plan hori-

' zontal. En tout :

.Op.: (2R, + oB —l— 4E + 10C, 4 4C) simplicité ; 25 ; exactitude; 16;

. 0 droites, 4 cercles.
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CONSTRUCTION XV. — Trouver la nouvéle position dune droite CF lice
a AB, lorsque AB a été rendue perpendiculaire aw plan horizontal. '

I sufira de marquel ‘deus points quelconques C F de cette droite par
des lignesderapel. . . . . . . . . ... ... .. .. : (2R,)
et .de traiter chacun d’eus come nous avons traité D dans la construc—
tion XIV., . . . . . .. .. op.: (2R, -+ 11R, 4- 8E + 20C, +- 8C,).

Si I'on a besoin de tracer (c,d,, cgd’z) pour représenter la droite CF dans
sa position nouvéle, il faudra évidemment ajouter . . op.: (4R, -~ QBz)
au simbole précédent.

CONSTRUCTION XVI. — Trouver en grandeur et en pusitidn la plus
courte distance EV de deus droites AB, CD, donées par leurs projections,

- A. PrEmikre METODE. — Je prends un point A sur I'une des droites,
et un point Csur. Pautre. . . . . . . . . e e e e e op.: (2R,).
Je méne par C une paraléle CB;, & AB (conszructlon VI, . .. ...
....... e e e oo oo . .. op.: (4RT4-2E4-2R,),
Je cherche les traces du plan qui passe par CD et CB, (construction III)
........... e+ e+ e« .+ . .. Op.: (4R, + 3E 4 BR,).
J'abaisse sur ce plan la perpendiculaire AA, et je place A, (construc-
tionIX), . . . . . ..o ... op. : (6R, 4 6R, -+ 3E 4 6C, 4 6C,).
_Je méne'par @, une paraléle dab. . . . . . . op.: (2R + R, + E}
-qui coupe cd en e, puis la ligne derapel ee’. .. . . . op.: (R, 4- E)
qui place ¢ sur ¢'d’; je méne par e une paraléle & aa, qui coupe abd
enf ... ... e S . 0p.:(B2+ 2R, -+ E);
je trace la ligne de rapel ff' qui place f" sur a’d" . . . : (R, + E).
EF est la plus courle distance chewhee qui est ainsi p]acee en projec-
tlons par
: (10R, - 8R, +- 19R, + :1°)E—|—-GC + 6Cy); smlphclte 61 ; exac-
_tltude 36; 19 dr01tes, 6 cercles,
~ Si j’ai besoin de tracer ef, ¢f’ il faudra ajouter . . op.: (2R, -+ R,),
puisque ef ‘est déjh tracée.
Pour trouver la longueur EF jemploie la construction VIII; 11 faudra

ajouter. . . . . . ... ... : (3R, -+ 3E 4 2C, -} Cy).
La construction sera donc complétement executee, y compris le tracé de ef,
¢'f" et la recherche de la vraie longueur de EF par le simbole :

Op.: 12R, + 8R; 4 23R, 4 45E 4 8C, +- 7C,); simplicité : 73 ; exac-~
titude : 43; 23 droites, 7 cercles.-

B. Deusiine METODE, par changement de plans. — Je place' deus points
(@, "), (b,b") sur AB et deus points (c, ¢'), (d,d") sur CD. . . op. : (4R)).
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Je prends ab pour nouvéle ligne de terre en gardant le plan horizontal.
Je trace la direction perpendlculalre a la nouvele ligne de terre ad-(cons-
Ctruction X, 20). . L0 oL Lo oL e (QB + R, - Cy).
. Je trace les nouveles projections verticales a b’ N
e e e e e e e e op. : (QI{’+4I"‘+4R +1‘QC +4C3)

Je trace @by . . . . . . .. .. L : (2R, 4+ 2R,).

Je chame dc plan horizontal de projcclion en plcnanl une nouvéle
ligne de terre ¢, perpendiculaire a a b’ . . : (4R, + 2R, 4+ C,).
l,f, coupe a’b’ en e,; je trace les nouveles ploject'ions horizontales ¢,, d,
de CD. . . . .. .. Coe .op.:(QR’—Jr@R + 2E 4 6C, 4 2Cy);
jetrace cd, . . - . . . . ..o L . . o.op.: (2R, + Ry).
J'abaisse de e la perpendiculaire e,f, sur c,d, op.: (‘m1 + R, +3C, + 3 Cy),
f, étant son pied ; e,f,, longueur de la plus courte distance cherchée, est
obtenue par .. . . . . op.: 12R, - 4R; 4 16R, - 6E+21C; 4 11Cy).

1l vreste & placer les projeclions des extrémités E et F de la plus courte
distance EF sur les droites (ab, a’l’) (cd,c’d’) je Lrace cd; . . .
...... (9ni+ng)
Par une ligne de rapel, je place [, sur cd . . . op.: (QR; +E-+R).

Je trace les lignes de rapel partant de e, et de f] pour placer e, [ res-

pectivement sur ab et sured . . . . . .« . op.: (2R] 4 2E - 2R,).

Enfin je trace les lignes de rapel ee’, ff’ qui placent ¢’ et ' sur a'd” ¢t
surd’..................;.0p.:(9]3+2l22)
et je trace ef, €. . . . . ... . Lo .. : (4R, + 2R).

Toute la construction sera donc obtenue parv le su'nbole
: (18R, 48R, 4 %K, + 11E - 21C, + 11C,) ; simplicité : 83;
exautitude: 58 24 droites, 11 cercles.
“Le simbole et été un peu moins simple st — ce qui peut arriver sou- -
vent dans les épures — j'avais été obligé de prendre pour premiere ligne
de terre auxiliaire, non ab, mais une paraléle & ab.

C. TROISIEME METODE par rotations. — Je ramene la droite AB & étre
perpendiculaire au plan horizontal par la construction XIII (ter) identique
a la construction XIII . . . . . op. : (2R, 4+ 6R, + 3E + 2C, - Cs).

Je trace, par la construction XV, lanouvéle position C,D, de CD considé-
rée comme liée & AB et je trace les nouvéles projeclions de la droite ¢,d,,
Clle o o e op.: (4R, + 13R, - 8E 4 20C" - 8Cy).

Si j'ai désigné par b, le point ol se projéte horizontalement la droite AB
devenue perpendiculaire au plan horizontal, la perpendiculaire comune a
maintenant pour projection horu,ontale la perpe ndiculaire b,f, abaissée
debysur cd,. . . ... L - : (2R, + R, + 3C, 4 3Cy).

,f2 ‘est la véritable lono*ueur de céte porpendlculaxre comune ; il ne
reste plus qu’a la placer en situation sur les droites dans leur posilion
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pnmmve et, sans entrer dans des détails ausquels on supléera facﬂe-
ment avec ce qui précéde, ef, ¢'f’ seront tracés de la fagon suivante :

Les projections verticales des -extrémités de la perpendiculaire comune
~ seront placées sur les projections verticales des droites AB, CD dans leur

position ot AB est perpendiculaire au plan horizontal par op. : (2R, - 2E):

puis les deux projections de chaque point dans la posilion ol AB est
~ paraléle au plan vertical seront placées par op. : (2R, + 28 + 4C, 4 2C,);
puis sur AB et CD dans leur position primitive donée, par . . . .
o1 s M 21 1 +%—I-4C—{—QC)
enfin on lraceraef,e/f . . . . . .. . . . . .. o0p.: (4R, 4 2R).

En tout : '

. (14R, + 28R, 4+ 17E 4 33C, - 16C,) ; sunphmte 108 ; exacti-
tude 64 28 droites, 6 cercles.

J'aréte ici les aplications que je veus faire de la Géométrografie a la Géo-
métrie descriptive, car je n'ai eu pour but que de moulrer coment la
chose doit se faire. I reste & s'ocuper de I'étude de toutes les épures
classiques, étude qui rendrait trés rapide T'évaluation du simbole de
chaque épure particuliere que I'on.aurait & exécuter. Je n’ai pas la plice
'd‘e Pentreprendre ici, et l'aurai-je que je ne.le ferai point, car je ne m’en
sens pas capable, étant peu habitué & la pratique des tracés, puisque je
n’ai pas fait une seule épure de Géométrie descriptive depuis ma sorlie de
TEcole politecnique en 1862 ; je laisse donc ce soin & d’autres que céte
aplication intéresseraif particulierement; il est méme probable que dans
les trés simples épures que j'ai prises comme exemple, on trouvera des
simplifications de tracé qui m’auront échapé.

- Je rapsdle que la Géométrografie est toujours spéculative par essence,
qu’ele supose la feuille d’épure infinie, les instruments de dimension quel-
conque, efc., ete. La théorie indique une construction, toujours possible
théoriguement, c’est 4 ce point de vue que la GBOI‘ﬂCtI‘OO‘! afie I'examine,
voili tout; celui qui exécute 'épure tire des indications de la Geométrog:aﬁe
te parti qu’il peut; si des impossibilités pratiques obligent & des modifica-
tions, la Géométrografie permet aussi de juger I'éfet de chacune- d’2les.

Lorsqu'une épure contient des donées numériques, il faut admétre
I'usage des régles divisées, il n’y a rien A dire de particulier dans ce cas;
~on compte 2C; l'opération qui consiste & prendre entre les branches du
compas une longueur marquée par les divisions de la régle. |

‘La comparaison des trois constructions XVI me fait penser que si, au
moment des longs débats qui ont eu lieu- dans la premiére partie du
siécle, entre les partisans de la métode de Monge et ceux de la métode
d’Olivier qui introduisait partout, par principe, dans la Géomélrie des-
criptive, les artifices, d’ailleurs souvent utiles, des rotations et des chan-
gements de plan, on avait eu le critére geométrografique, la discussion
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n’edit pas méme &té possible, car il aurait mis en évidence la complexité
grafique qui se cache sous I'idée simple, exprimée par ces mots: je fais
tourner tel point, téle droite, tel plan, autour de tel axe, ete.
Par exemple, dans la construction XVI, la métode de Monge a donné:

78 opérations, dont 23 droites et 7 cercles ; la métode des changements de .

plans : 83 opérations, dont 24 droiles el 14 cercles; la métode des rota-
tions : 108 opérations, dont 28 droites et 16 cercles.

SUITE DE LA DISCUSSION GENERALE DES PRINCIPES (¥).

Il est bon de remarquer que les simboles adoptés par nous sont de pures.
conventions ; nous les avons choisis uniquement pai*ce que, aprés étude, ils
nous ont paru les plus simples et les plus naturels, mais le principe de la
métode géométrografique reste le méme lorsqu’un auteur veut modifier
ces simboles, soit dans un cas spécial, soit- parce qu’il en préfére d’autres
en général ; précisément parce que le choix de ces simboles ne s’impose
pas théoriquement, qu’il ne se juslifie réélement que lorsque I'on a pra-
tiqué, un peu la Géométrografie, il suit que I'opinion qui résulte d'une
lecture, méme assez atentive, peut étre insufisante pour bien juger la
métode, précisément, dis-je, A causc de cela, il doit ariver que les objec-
tions & ce choix peuvent se présenter tout d’abord et il n’est point sur-
prenant. que quelques changements de détail m’aient ¢té proposés méme
par divers géométres qui se sont intéressés de plus prés a la question.

Je dois dire d’abord que ces changements, Jusqu’ici, concernent presque

lous des points qui avaient également élé examinés par moi au moment

de fixer les simboles que je voulais adopter, aussi je juge qu’il est utile
de doner les principales raisons pour lesquéles je les ai rejetés.

M. J. S. Mackay (d’EdiJllI)OU'l'g) et M. Bernés proposent de suprimer
le simbole C, et de le confondre avec C,. La chose a d'ailleurs peu d’im-

portance aw point de vue pralique, parce que- ce simbole est assez rares

ment employé. Voici, en tous cas, les moiifs mis en avant pour jusLiﬁe_p“f

le changement :

A: 1l faut autant d’atention pour exécuter C, que C, et-il n’y a aucun =~

inconvénient 1 les confondre en un méme simbole dans l'apréciation

d’une construclion, puisque c’est en some sur un point fixé d’avance par

I'ceil que se place la pointe du compas.

B. La supression de C, done plus de simétrie & la formule du simbole,

car on aurait ainsi: R, R,, simboles relatifs & la droite ; C, G,, simboles

relatifs au cercle ; C, désignant I'opération que japéle Cs. *

(*) Voir Assoc. frang. Congrés de Pau, 1892, ou : la Géomélrografie. Gauthicr-villars, 53, QUé,i”

des Grands-Augusting, Paris.
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Tout cela est e\act mais la Geometrograﬁe étant spéculative, Jestlme
qu’il faut représenter, autant que possible, par des simboles diférents les
opérations spéculativement diférentes; or, C, c’est métre une pointe en
un point placé, C, c’'est métre une pointe en un point indélerminé d’une
ligne ; ils représentent donc deus choses spéculativement diférentes, et il
est bon, puisqu'il W'y a pas d’avantages sérieux A les confondre, d’adopter
un simbole particulier pour désigner chacune d’éles. L’aplication du
méme principe d’identité de l'opération spéculative, me fait compter
- 2C, pour prendre avec le compas la longueur de la distance qui sépare
deus points placés,- car C, c’est, spéculativement, métre uné pointe en un
point placé et je fais.cela deus fois. Cependant V'opération manuéle de
~ métre la seconde pointe sur le second point quand la premiére est main-
tenue sur le premier- est évidemment diférente de céle que j'ai faite en
" plagant la premiére pointe sur le premier point. Jajoute que la raison
de la simétrie des simboles me parait secondaire, puisque les simboles
- adoptés sont trés simples, trés explicites et qu’ils ne servent que pour
-former le simbole final de I'opération, résultat complet facile ¢ interpréter.
La simétrie n’existerait, du reste, que pour la Géométrografie canonique de
la régle et du compas et disparaitrait ‘dans les simboles que nous avons
adoptés de la Gdéométrografie apliquée a la Géométrie descriptive. Pour
la retrouver il faudrait adopter les simboles trés diférents des miens que
préfere M. Bernés (voir plus loin). ' |

Il a été proposé aussi par M. Mackay un trés léger changement & ma
mani¢re de compter, dans un certain cas, les opérations relatives a la
* droite. - '
~_ Suposons que jaie & tra.cer deus ou plusicurs droifes passant par un
. méme point, par exemple, les droites AB, AC; je compte 2R, 4 R, pour
.- chacune d’¢les, en tout 4R, + 2R,. Mais par analogie avec ce q-uhe nous
- avons adopté pour le corripas il semblerait que nous devrions compter
, 2R, + R, pour la premlere droitc et seulement R, 4+ R, pour la
g,;seconde puisque la régle passe déja en A. L’analogie n’est qu apdrente'
~car pour prendre avec le compas la longueur AB, quand nous métons la

seconde pointe en B, la premiére reste éfectivement en A, tandis que,

quand nous tracons AG aprés avoir tracé AB, la. régle ne peut nulement
rester en A, et nous lragons AC en recomengant simplement Ioperatlon
come si AB navalt pas été déja tracée.
Je vois bien que jdpuie mon raisonement dans le eas de la supressmn
i@ de C, sur ce que la Géométrografie est spéculative, et 'ici sur des
x ﬂnotlfs pratiques, mais la chose est toute naturéle, car si la Géométro-
2 grafie est speculatlve par essence, éle a aussi pour objet d’étre utile & la
£ > pratique autant qu ‘¢le le peut et, par cela, éle a deus faces; aussi, quand
il 0’y a pas d’inconvénients, Yon doit fixer les conventions sur lesquéles

7%
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etle repose de facon A suivre au plus prés possible le tracé réel, qmtant
ainsi le point de vue purement spéculatif.

M. Bern¢s qui m’a fait honeur de s’ocuper beaucoup de Géoméfro-
grafie et qui, je le reconais avec plaisir, y est devenu certainement plus
habile que moi, qui d’ailleurs m’a indiqué, pour mes publications y
~ relatives, un grand nombre de simplifications, come le prouvent par
| exemple,-la lecture du Mémoire de Besangon (Compléments de Géométro-
grafie) et mes Mémoires de cetle année; M. Bernéds, ai-je dit, emploie une
autre notation que moi pour exprimer les simboles des constructions ;
¢le- parail tout d’abord plus simple et, sauf qu’elle confond:C, et C, en un
méme simbole, ce que je n'admets pas, javais été tenté de I'aprouver
sans autre réserve; mais je crois maintenant que les inconvénients qu'éle
a, surpassent l’avantaffe d'une simplicité plus aparente que récle. Cepen-
dant je dois & M. Bernés d'exposer sa notation et d’expliquer pourquoi
je la repousse. M. Bernés nome v, y,, v, 75 c& que japéle Cs;, C, + Cs,
2C, + Cy, 3C, + Gy, l'indice indiquant combien de fois I'une des pointes
du compas doit éire placée en un point doné (ou sur une ligne donée), et,
pour la droite, il nome 3,3,, 3, ce que japdle R,, R, + R,, 2R, -+ R,.

En multipliant dans chaque. terme du simbole e coefficient par V'indice
et en ajoutant, on a le coefficient d’exactitude; en ajoutant au résultat la
some des coefficients, on a le coefficient de simplicité. Le nombre des
cercles tracés s'obtient en faisant la some des coefficients des vy ; le nombre
des droites en faisant la some des coefficients des §. Ainsi, par exemple
une construction dont ]mdlqnemls le simbole par. . .-.

coe . . . . (I{-}~H2—}—8C —}—5(13,
ser a.lt pour M Bernes 8y —{— 271 -+ 3v,; mais, qucnque ne dlstmguant pas
les C, des C,, M. Bernés a ainsi 7 simboles, et je n’en ai que 3 ; de plus,
il me parait évident que ma notation parle davantage aux yeux, qu’dle
- est plus claire, plus courte en général, plus pratique, en some, puisqu’il
n’y a pas besoin de multiplier des indices par des coefficients, pour
avoir sa signification. Si le simbole était une notation avec laquele on
eldt des opérations algébriques ultéricures & éfectuer, il y aurait grand
. avantage & l'avoir le plus condensé possible; mais ici rien de tel, le sim-
bole doit étre seulement un tableaw qu'il faut lire d'un coup d’ceil.

Pour Paplication & la Géométrie descriptive, voici les simboles ajoutés
par M. Bernts. Je done leur équivalent dans ma notation ¢ = R, (par
exemple, tracer une paraléle quelconque a Ut), ¢, = E + R, (ligne de
rapel tracée par un point) ¢, = 2R} -+ R, (paraléle quelconque 3 une
droite), ¢, = 2R, + E + R, (paraléle a une droite par un point doné). Ii
est-clair que la notatlon de M: Bernés est également fort logique, mais
je répéte que-je la trouve plus compliquée que la miéne ; éle a plus de
‘simboles diférents puisqu’éle en comprend 11, savoir:
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Ts YisYerYas Oy 01,8, €,¢,,6,,¢5 ¢l la miéne T seulement ;
R, Ry;6,, G5 G, R E; quand on arrive au simbole final, il est de la
forme complexe :

My - Yy = Myyy - Myys -+ mB - mgd, -+ M3, - nige
Blie ms.si + Mygey - Myyes,

et, pour mterpreter, il faul multiplier des coefficients par des indices et
faire des somes, tandis que, avec la notation que J'ai adoplée, il est de
la forme m,R, + m,R, 4+ m,C; + m,C, -+ m,Cy + m, (QR’) —+ m.E, donc
4 simboles de moins avec Jesquels il n’y a que des aditions & éfectuer,

" Au réste, voici une méme opération de la régle et du compas exprimée
dans les .deus notations : :

Op.: (98R, - 52R, - 162C, - 102C,).
| By + 48y, 439y, + 13y, + 2 + 2, + 483,

. Il me semble clair que la seconde parle moins & T'eil, come. je Tai
déja dit, et I'on n’a qua exécuter les, calculs nécessaires & son interpréta-
tion pour consiater son désavantage. Céte .complication est encore plus
frapante dans la comparaison des deus simboles en admétant I'équerre,
Quoi qu'il en soit, 'adoption de I'un ou Pautre simbole est, au fond, un
detail. Je crois cependant que, pour la facilité du développement d'une
chose aussi nouvele que la Géométrografie, il y a grand avantage a garder
P'unité des nolations; il faudrait, pour qu'il y edt intéréi, 4 des modifica-
tions, que celes qu'on propose de remplacer eussent un défaut de prin-
cipe ou fussent d’uﬁe extréme complication, car alors c'est précisément
a Vorigine qu'il faudrait empécher les pratiques mauvaises de devenir une-
hablludc ce n'est pas le cas ici et 'important est de ne pas rebuter, par
la confusmn résultant de notations multiples, les géométres qui seralent
tentés de s’intéresser & cétc nouvéle petite branche de la conaissance.

Je dois dire que M. Bernés insisle aussi sur 'extréme comodité qu’il
voit & inscrire les opelatlons par sa notation, parce qu’¢les indiquent,
par un seul simbole, eéle que I’ on execute, au lieu de la. décomposer come
]e le fais; ainsi si l'on trace une droite passant par un point, ce n’est
que 3, au lieu de R, -- R,; par deus points ce n’est que 3, au lien de
2R, 4 R,, etc., etc., groupements qu’il retrouve dans le sinmibole final.
Je n’y v01s pas la méme importance que lui, mais, je.le répete, c'est, en
- tous cas, un détail pour la Géoméirografie et, puisque jai défini. ces
simboles, chacun peut se servir de ceus qu’il préfere.

Je tiens aussi 4 dire ici combien je suis flaté de P'accueil qui est falt &
la Géométrografie ; ainsi, par une létre de M. Chomé, professeur & I'Ecole
militaire de Belgique, j'al apris qu’il avait introduit les principes de: la
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Géométrografie dans son cours et, par une comunication que m’a faite
M. Burali-Forti, son colégue & I'licole militaire de Turin, que ce dernier
s’occupe aussi de les exposer dans ses lecons; M. Jung m’anonce qu'il
en donera la notion & ses éléves de I'Ecole politecnique de Milan. Enfin,
D. André m’a dit également qu'il en parlait dans ses cours a Paris.

Dans tout ce que nous avons écrit sur le sujet qui m’ocupe ici, nous
avons suposé que, lorsqu’un cercle est doné, son centre est marqué et par
conséquent son rayon facile & prendre. C'est ce qui se présente le plus
généralement, mais cependant il est bon d’examiner le cas ou la chose
ne serait pas; et je le fais ici surtout parce que je veux citer, pour déter-
miner le rayon, une construction fort simple et peu conue, je crois.

Classiquement, on optre ainsi: On marque trois points aw hasard sur
la circonférence et 'on détermine le centre de la circonférence passant
- par ces trois points au moyen du simbole:

Op. : (4R, 4 2R, + 3C, -+ 3C,); simplicité: 12 ; exacutude 7; 2 droites,
3 cercles.

Mais je trouve dans un Mémoire de M. J. S. Mackay (Proceedings of the
Ldinburgh mathematical Society, vol. XII, Session 1893-1894, The Geome-
tmgmph y of Euclid's Pr oblems), une construction presque aussi simple
pour placer le cenlre, et beaucoup plus simple pour trouver le rayon.

P étant un point quelconque de la circonférence (fig. 7), je trace le
cercle de rayon quelconque P(PA) quila coupe
en AetenB. . . . ... . op.:(,+E);
je prends sur Parc AB de P(PA) intéricurement
a la circonférence donée, corde BC — corde BP
: (2C, 4 Cy);
je trace AC qui coupe la cnrconfclence donée
enD. ... ... ... op (2R, 4+ Ry;
. le rayon cherché est marqué par la distance des

re. 1. points C et D (ou des points D et B). Il est obtenu
par : :
(2R + R, +2C, + C, 4 2C); sunphclte 8 ; exactifude: 3;
1 dr01le, 2 cercles. | )

Pour placel le centre, il sufit de tracer B(BD) D(BD) op. : (3C, 4 2C,)
qui est obtenu par: |

Op.: (2R, + R, +38C, + C, + 4C;); simplicité : 13; exaclitude: 8;

1 droite, 4 cercles. . ‘ |

J’ai .montré dans mes précédentes comunications que, pour les Géo-
métres modernes, 'emploi du mot simplicité, de I'expression construction
simple, m’avaient jamais une sigxﬁiﬁcaiio.n grafique, el qu'il en était de
méme, a plus forte raison, pour les pures-spéculations des (éometres
grecs. L’intéressant Mémoire de M. S. J. Mackay que je viens de citer
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plus haut, sufirait, si ’on ne le savait d’ailleurs surabondament, & prouver
que les Géometres grecs n’exécutaient point de constructions géométriques,
ne faisaient point d’épures de géométrie, en un mot ne construisaient pas
et ne s'ocupaient par conséquent point de I'exécution avec la régle et le
compas. Je ne conaissais pas le texle des Eléments d’Euclide qui forment,
en Angleterre, la base de I'enseignement classique et ¢’est sur "aplication
~ de la métode géométrografique aus consiructions indiquées’ dans ces Elé-
ments, que roule exclusivement la comunication de M. Mackay. Or, j'yai’
lu avec une irés grande surprise que la construction suivante: Par un
point doné A tracer une ligne droite AF de longueur égale a celle d'une
~ longueur donée BC, exigeait, en suivant la métode d’Euclide, 19 opérations
élémentaires, tandis qu'éle se faisait (rés haturélement par le simbole. .
C e e e e . op.: (R, + R, 4+ 3C, 4+ Cy)
avec 6 opérations. .
Je ne pouvais imaginer une métode grafiquement raisonable et ‘qui "me-
conduisit 419 opérations; aussi j’écrivis & M. Mackay

qui voulut bien me détailler le procédé d’Euclide (et ;‘)\
je l'ai lu depuis dans le texte du Géometre grec) (*). X
Le voici (fig. 8) : - | “,;/ IE

Je trace AB. . . . . . .. op.: (2R, +R); /
sur AB je construis le triangle équilatéral ABD. . ,f" I

: . (AR, 4 2R, 4 3C, + ch re.s.

Je trace le cercle B(BC) qui coupe DBen E. . . . :

. c o - . .o.oop.s (26 4 Gy
puis je‘trace D(DE) qui coupe DA en-F. e e e oo.ooper (26, + Gy

AF est la droite cherchée, obtenue par:

Op. (6R, + 3R, 4 7C, + 4GCy); nnplmte 20; exactitude: 13;
3 droites, 4 cercles.

M. Mackay trouvait 19 au lieu de 20, parce que, come je-I'ai dit plus
haut, il ne comptait que 3R, + 2R, pour tracer les deux droites AD, BD
qui ont un point comun D et que je compte 4R, 4 2R,. Il est,bien clair |
que si Euclide avaiteu en vue un tracé, il n’aurail pas employé une métode
- compliquée come A plaisir. La suite des constructions d Euclide acuse,
du reste, le méme désintéressement de toule idée de tracé, et il me parait .-
probable que dans les pays ou les Eléments & Euclide forment la base de
I'enseignement de la Géométrie, on insiste aupres des éléves pour les bien
pénétrer qu’il s’agit la d’une ceuvre admirable de logique pure ou il n’y a
pas de régles & chercher pour les tracés, sans cela ils n’y pouraient voir
que des chinoiseries inutiles. |

(*) Les OLuvres d’Euclide, en grec, en latin et en [rangais, par F. Peyrard, L. I, prop. I, p. 8.
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M. H. DELANNOY

Sous-Intendant mililaire en relraite, 4 Guéret.

SUR LES ARBRES GEOMETRIQUES ET LEUR EMPLOI DANS LA THEORIE
DES COMBINAISONS CHIMIQUES ' (71 b]

- — Séance du 10 aotl 1895 —

‘Dans I'Intermédiaire des Mathématiciens, M. Friedel a posé, sous le
n° 920, la (uestion suivante :

«Etant données n boules garnies chacune de .quatre crochets placés symé-

‘triquement, trouver le nombre des arrangements possibles des n boules

accrochées les unes aux autres de fagon i former un ensemble, chaque

" boule étant attachée au moins & une autre et pouvant en recevoir jusqu’d

quatre. |

» Le probléme a été résolu par M. Cay]ey

» Mais il serait intéressant pour les chimistes de savoir, d’abord, il
existe une méthode générale simple de le résoudre autrement que par des

constructions graphiques faites de proche en proche, et dans ce cas d’avoir
cette méthode:

» Une nole abrégée sur le lravail de M. Cayley se trouve dans les

" Berichte der deutschen Gesellschaft, t. VIII, p. 1036 ; 1873, Un mathéma-

ticien rendrait service aux chimistes e-nvpubhant- dans un journal de
chimie une sorte de traduction du travail de M. Cayley ou au moins de la -

. note des Berichte et la rendant aussi accessible que possible aux savants

qui ne sont pas des mathématiciens proprement dits. »

~ Je n’ai pu me procurer le mémoire de Cayley ; je n’ai eu sous les yeux
que la note des Berichte, dont je donne la traduction textuelle, me bornant
a signaler, par des renvois. les inexactitudes qu’elle parait présenter.

Les paraffines C"H2"*2 contiennent n atomes de carbone qui sont liés les
uns aux autres par(n — 1) points d’attache, ou bien, comme je 'ai dit dans une
autre cuconstance, nous avons dans ces paraffines n nceuds qui sont réunis,
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SGUS l’apparence d’arbres, au moyen de (n — 1) branches. Ainsi, nous avons,
quand n = 5 les formes suivantes (fig. 4):

[3
33 4L 3 .
1 : ‘
2 3_"]_3
2 . ) .
2 3
3 k|

Fig. 1.

Si chaque atome de carhone eat, uni & autant d’atomes d’hydrogéne qu’il peut
en recevoir, nous trouvons alors, comme le montrent les nombres inscrits ci-
dessus, (que chaque forme contient 12 atomes d’hydrogéne. :

Le symbole d’arbres géométriques est complétement déterminé par les atomes
de carbone seuls et la question de trouver le nombre des paraffines théorique-
ment possibles revient & trouver le nombre des arbres d’atomes de carbone qui
contiennent n nceuds. .

Considérée au point de viie mathémalique, la question se présente d’une
maniére un peu différente, car un arbre de cette -nature sort d’une racine
unique et nous arrivons ainsi 4 neuf formes différentes, au lieu des trois
indiquées ci-dessus, savoir (fig. 2) : ‘

A i1

I'ig. 2.

-
-

Le probléme mathémathue est le sulvant trouver le nombre d’arbres qui
conticnnent 7 noeuds et exclure ceux qui, au point de vue chimique, sont
identiques avec un ou plusncurs autres. Pour y arriver, nous mtrodulr'ons la
notion d’arbres & centre unique, c’est-d-dire qui sortent d’'une seule racine, et
d'arbres a double centre, c’est-a-dire qui sortent de deux nceuds convena-
blement choisis et réunis entre eux. Si nous revenons- maintenant au cas
précédent, nous avons la ﬁffure 3 et nous trouvons trois formes comme en
premier lieu.

Arbres FIG. 3. Arbre
i\ centre unigue. A4 deux cenlres.

La premiére de ces formes se compose de deux branches principales, de
hauteur égale & 2; la seconde de quatre branches principales, de hauteur 1;
et la troisieme de trms branches, également de hauteur 1. Le probleme chimique
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se présenle .maintenant comme il suit : trouver le nofnbre des arbres & un et
a deux centres qui contiennent.n nceuds. Il faut entendre-par céntre unique un
nceud d’olt sortent deux ou plusieurs branches d’égale hauteur el qui-sort plus
hautes que toute autre branche (*), et entendre par double™cefitrér déuxnecuds
de chacun desquels sortent une ou plusieurs branches d’égald hauteur et=plus
grandes que toute aulre branche. ‘ ' g

Le nombre des arbres a.deux centres dépend de celui des arbres & tin’centre
et ce dernier, d son tour, du nombre des arbres-racines (Wurzelbiume); dont la
détermination constitue le probléme mathématique fondamental.

En classant ces arbres (**) d’aprés le nombre des branches principales et d’aprés
la hauteur de la plus longue branche (ou des plus longues), on trouve que la
solution .mathématique dépend de la maniére donl on construit'des arbres de
hauteur donnée au moyen d’arbres de la hauteur immédiatement inférieure,
et d’arbres dont Ja hauteur ne dépasse pas cette hauteur immédiatement inférieure,
comme le montre la figure 4 (*#*), dans laquelle un arbre de hauteur 3 est

construit au moyen de deux arbres de hauteur 2. et-d'un troisitme arbre
dont la hauteur n’est pas supérieure 4 2.

On fait ainsi dépendre la solution du probléme, pour une hauteur déterminée,
des solutions qui se rapportent & des hauteurs moindres, et on obtient ainsi

successivement, pour chaque hauteur, une fonction génératrice- qui, pour les .
arbres de hauteur n, est: '

gt + (¢, te)a;n+'2 + (¢, 2, Bhant3 ., (k)

-

(*) Ceci n'est pas exact. Il faut dire: qui sont an moins awussi hautes que toute auire branche, c'est-d -
dire que les autres-branches (s'i] en exisie) ne peuvent pas étre plus longues que ces deux branches
égales qui constituent la hauteur de I'arbre; mais elles peuvent étre aussi hautes,

(**) Il gagit ici des arbres-racines ou Wurzelbiiume. .

(***) Celte figure est mal faite. Si Von greffait les deux premiers arbres sur un nceud du troisidéme,
on n’obliendrait pas les arbres dans lesquels 1a hauteur de cette troisidme branche égale celle des

deux premitres. La figure devrail étre faite comme il est indiqué figure 4 suivant que la troisidme
hranche a la hauteur 1 ou la hauteur 9.

Y ] J . ou bien ' Y l
LY Fl I" -
. el

F1a. 3.

(****) Cetle formule ne donne pas le nombre des arbres-racines. Elle est I'expression algébrique de
celte propositionévidente : Le nombre des arbres de hauteur n est égal au nombre des arbres a une
branche de (n 4 1) neeuds et de hauteur n: plus les arbres 4 une et & deux branches, de (n 4 2)
neeuds, de hauteur n; plus les arbres & une, deux et trois branches, de (n+43), (0 4+ 4) ... neeuds de.

hauteur n. Le dernier terme de la formule se rapporle aux arbres contenant (3nt-an—1 4 .., + 3
" 431439 neeuds, :
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dans laguelle “le .coefficient numérique d’une expression quelconque -feapnt?
représente Jenombre des arbres-racines de hauteur n, « le nombre des branches
principales, n -}- B le nombre des neeuds. '

La fonetion cizdessus conduit facilement d celles qui sont relauves aux arbres
a un.et 4 deux céntres et, au moyen de ces ‘derniéres, nous trouvons, pour les
parafﬁnes contenant jusqu’a 13 atomes de C‘lrbone les nombres suivants :

¢

= 1 12| 3lalsiel7 ]| 8] 9l10[11] 12| 13

(£
o
©.
I:\g

A un cenlfe. 1 0 1 1 2

-

37 | 86 | 183 | 419

Adeux centres 0 i 0 1 1 3 3 9 15 | 38 | 73 | 174 | 380 -

Torar . . .| 1 1 1 2 3 [.9 9 18 | 35 D 159 | 3BT | 199

Nous devons faire remarquer ici (ue le nombre des arbres'd un centre
s’obtient de la maniére suivante : par exemple, pour n = 9:

fm— S———— —
: ‘ _ _ HAUTEURS
NOMBRE DES BRANCHES PRINCIPALES | = TOTAGX
2 3 4
¥
2 1 7 L 9
3 3 3 » 6
A - 4 1 » 5
8 11 4 20

A

Il résulte de 13 que, pour trois branches principales, de hauteur 2, on a trois

-arbres (fig. 6) :

G, 6.

-

Le nombre total est ainsi divisé en nombres plus petits et les arbres de
chaque sous-division se construisent facilement sans que I'on puisse cramdre
qu il se produise une omlsswn ou une répétition,
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La note des Berichie, malgré quelques inexactitudes, m’a donné une
idée du procédé qu’avait pu. employer Cayley. 1l doit étre analogue A la
premiére méthode, dont je me suis servi pour résoudre le probléme.

PREMIERE METHODE.

Les enchainements de "boules forment des arbres géomélriques, que
nous distinguerons en arbres 4 un centre et arbres a deux centres.

Ainsi que le dit Cayley, le nombre des arbres & deux centres dépend de
celui des arbres & un centre et ce dernier dépend, a son tour, de celui
des arbres-racines on tiges (*) qui servent & Jformer les arbres & un centre.

Les Tices. — Une tige peut avoir une, deux ou trois branches. Elle ne
peut pas en avoir quatre ; en effet, elle est destinée 4" étre greffée sur un
nceud pour former un arbre & un centre, La branche de jonclion formerait
donc une cinquiéme branche et il y auarait un neeud d’our partiraient cing
branches, ce qui est impossible puisque les boules n’ont que quatre
crochets. (Un atome de carbone, corps tétratomique, ne peut s'unir qu’a
quatre autres aw p'us.) :

Une tige de hauteur & a'une branche de hauteur %; la haunteur de ses
autres branches (s'il en existe) peut varier de 1 & h.

Les tiges & une branche et. & n nceuds, de hautear A, s’obtiennent en
greflant sur un neeud les tiges A une, deux ou trois branches et & (n — 1)
- nceuds, de hauteur (A — 1). Le nombre des tiges & une branche de hauteur %
et & (n — 1) neends est donc égal a la somme de toutes les liges 4 une,
deux ou trois branches et & (n — 1) nwuds, de hauteur (h — 1).

On a, par suite : '

h __ ph—1
. 1zn I TR |

en désignant par (! le nombre des tiges & « branches et & n nwuds, de
hauteur &, et par T? la somme des nombres de tiges & une, deux ou trois
branches et & # naeuds, de hauteur /.

Les tiges & deux branches et & » nceuds, de hauteur %, s’obtiennent en
prenant:

Une tige & une, deux ou trois branches et & p nceuds, dont la hauteur
variede 0 &4 h — 1,

_(*) La note des Berichte appelle Wurzelbitume ces arbres-racines, Nous les désignerons, dans tout ce
qui va suivre, sous le nom de tiges, pour éviter toute confusion avec les arbres A un ou & deux
centres, . . * . ; - -
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Et une tige & une, deux ou trois branches et & n — (p + 1) neeuds, de

‘hauteur 2 — 1
Puis en greffant ces deux tiges sur un neeud. -

On adonc: - N ZT]’; LTt

p variant de 1 An — (h 4+ 1) et [ de0a h— 1.

Les tiges A trois branches et 4 n neeuds, de hauteur A, s’obliennent en
prenant : | S |

Une tige 4 une, deux ou lrois branches et & p nceuds, dont Ja hauteur
variede 0 4 h — 1, |

Une tige 4 une, deux ou trois branches &t & ¢ nceuds, dont la hauleur
varie ausside 0 4 A — 1,

Bt une tige 4 une, deux ou trois branches et & n — (p -+ ¢ +.1)
nceuds, de hauteur b — 1, - o |

Et en greffant ces trois tiges sur un méme nceud.

‘On a done:’ S = ZZT}C .13 Tﬁ:f-p+q+n
, : -— (h + 1 . : —(h+1
pvariantde1 4 E (n (; ™ )>, c¢’est-a-direde 1 a entier de ?a (9 + );

g variantde pan — (1--- b + p);
fetgvariantde 0 & A — 1, '

Nota. — Dans Papplication de ces formules, il y a lieu de remarquer
que : . . ' | : .
- -1° Pour éviter les répétitions, on doit négliger les termes dans lesquels,
Yindice supérieur d’un facteur étant égal & (b —.1), Vindice inférieur est
plus grand que celui d’'un des facteurs suivants qui a également (A— 1)
pour indice supérieur; | |

2° Quand, dans un terme, v facteurs sont égaux i T, on remplace leur
:produi't par le nombre dés combinaisons complétes de T objets pris y v,
THTE 4+ 1)(TE 4+ 2) ... (T 4+ 1 —1)

. 1203000y

Ces deux remarques s'appliquent également aux formules que nous
donnerons plus loin pour les arbres a4 un centre.

Au .moyen des formules précédentes on forme le tableau des ¢tiges
jusqu’a la valeur de n que I'on veut. Le tableau ci-aprés donne le nombre
des tiges jusqua n =Y. |

c’est-a-dire par

¢ ud



I. — TasLEAU DES TIGES

| : - —
g HAUTEUR 1 HAUTEUR 2 -IIAUTEURE! H;\UTEU]} 4 HAUTEUR 5 )| HAUTEUR 6 HAUTEUR 7 HAUTEUR: 8
Slaerl 28 fla |23 1l2|a3f[1|2!sf|lsl2|a]lala]lala]|2|a|s]|2]s I
"N BE A E E Y E EE Y  T  Y  | O
2 » | »' » » » » » » D » » » » » » > » » » » » » » »
L S » » 1 » 17 » » » » > » » » » » » » » » » » » » » > ¢H‘
l 4 » » » 1 { | » i » » » » » » » » » » » » » » » » |
{5 » » » | » 1 2 1 2 { » i » » » > » » » » » » » » > |
I 6 | »l» | > =] > 2|24 3t |3t ]s{t}]s]s|»]o>» s | > | » il o | o | o L
7 | » » » » » 2 3 % 8 3 8 4 | A 1 » 1 » » » » » D » »
8 » » » » » 1 3 b | 13 9 15 | 13 4 13 H) { D 1 » | » » » ® »
9 » » » » :; 1 3 |22 17 || 27 33 | 15 32 19 b 19 6 6 1 » i » D
| _ ]

ANDINYIAN 14 318

801
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Afin de bien faire comprendre le mode de formation de ce tableau,
indiquons le détail des opérations effectuées pour obtenir, par exemple,
le nombre des tiges A trois branches et  neuf nceuds de hauteur 3.
La formule générale donnera : '

3 r
stg — ] / f Tg—(p-l-q-i-n

— (341 " '
(9 + 1)] c'est-a-dire de 1 4 2;
qvafiant de p an—( +h+p) c’est-a- dlredepag—-(i + 2+ p);
f et g-variant de 0 3 2. o
On fera d’abord p =1 avec ¢ =1, puis 2, puls 3, puis 4; ensuile
p= ‘2 avec ¢ = 2, puis- 3, et on aura ainsi :

p variant del a E[

S8 = TOTT? T°T’T2 + TOTIT? T{TAT? 4 TOT)T2
+ TIT; -+ T + TiTT2,

Remplacant les T par leur valeur prxse da.ns les premitres lignes du
tableau 1, en se rappelant que T; représente la somme des figes A une,
deu\' ou trois branches et & six nceuds de hauteur 2, il vient-

3t9:1 P a4+1.4.441.1.241.1. 2—}-11‘2—}—1 1. 2—|—l 1.1

1 (IJ';) 17.

- LLES ARBRES A UN CENTRE. — Les arbres a un centre ont deux, trois ou
quatre branches. :
Les arbres & un centre de hauteur % ont deux branches de hauteur h
la hauteur des autres branches (s'1l en existe) peat varier de 1 4 A.
Les arbres & un centre de hauteur A, 4 deux branches contenant
ensemble n nceuds, s’obtiennent en greffant sur un méme neeud :
Une tige & une, deux ou (rois branches eta p neeuds, de hauteur 2 — 1,

Et une tige 4 une, deux ou trois branches et 4 n — (p 4 1) nceuds,
de hauteur h — 1.

Onadonc, endeswnantpal " le nombre des arbres un centre de
hauteur &, & « branches contenanl; n neeuds:

rph—1  rph—)
20 u —'21 rn—{pH)

p variant de & 3 E[————-g—i]

Lesarbres a un centre de hauteur h, a trois branches contenantn neeuds,
s'obtiennent en greffant sur un centre. unique:;.
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Une fige & une, deux ou trois branches et & p na,uds donL ]a hautc,m
variede 0 4 b —1; g
Une tige a une, deux ou trois branches et & ¢ nceeuds, de hauluur hf ti

'Et une fige & une, deux ou irois branchesetd n —(p + ¢ + 1) nceuds,
de hauteur & — 1.

On a:

- pnf rph—1 rph—
3 n - 21 ‘l lr:m-(p—{—q-}-!)
ﬂ*@+ﬂ,

p variant de 1 a4 n — (2h + 1); ¢ varianl de /£ a h[ ' 3

[ variant de 0 & h — 1.

Les arbres & un centre de hauleur %, & quatre branches contenant
ensemble n nwuds (y compris le centre unique) s’obtiennent en greffant
sur un méme neud : | '

Une tige & une, deux ou trois branches et & p ucuds, dont la hauteur
varic de 0 A4 h — 1 ;

Une tige 4 une, deux ou (rois branches et & ¢ nmuds, dont fa hauteur
varie égalementdec 04/ —1;

Urie tige & une, deux ou trois-branches et a » nceuds, de bauteur h — 1,

Et une tige A une, deux ou trois branchesetan —(p 4+ ¢+ v 1)
nceuds, de hauteur £ — 1. '

On a: |

of r h— h—1
& n‘*“zlf [‘9 Tl [ 11; (p—{—q-i—:—i—ﬂ

p variant de 4 & E [n — (Q; i 1)]; g variant de p & n— (2h +4-1 +7);

variant de 4 4 E [ — + 9 + )] fel g variantde 0 & & — 1.

Veut-on, par exemple, ,calculer a2, la formule précédente donnera:

- 3 Qe rp P2 O Orp 22 rp{rps rp2rp2 W rp2rpe
ad = TUIOT2TY o TOTOT2TS 4 TOTATST: 4 TYT4T5T

4741 17174

rprerp2rp2 1, wir 2112
TV - TITYISTS,

En remplagant les T par leurs valeuls prlses dans le tableau I et en
tenant comple des remarques qui suivent les formules relalives aux figes,

1] VIent :

3 ~+ 114+ 1)
ey =1.1.1,4+1.1, (191)+1119+11———(1.2)
W\ =0a+92 o, , W+
+1-(1J3 ) 111, HQ)MQ

Au moyen de ces formules nous construisons le tableau 1I, qui donue
les arbres A un centre jusqu'a n = 43.
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II. — TABLEAU DES ARBRES A UN GENTRE. - L
.3 , .
~ = . =
- HAUTEUR 4 HAUTEUR 2 HAUTEUR 3 HAUTEUR 4 HAUTEUR 5 HAUTEUR 6
N é PN —-——-...__A____..—.\ — e e o || Totaux
E 2br.y 3 | 4 2 3 | & 2 | 3 % 2 3 4 0.2 | 8 |. 4 2 3 4
1 1 n » » » » » » n o » » 0 » » » » » ® » 1
2 » » » » » » » ° » » » » » » » » » » » 0
3 » (| » b » » p » » W » » D » » » » » » 1
4 » » g » » » » » » » » » » » » » » » » 1
5 » » |- » 1 1’ » » » » . » » » » » » » » » » 2
6 » » » » { 1 . » - v . » » » 1w » » ol o» 2
7 »‘ » » » 2 2 1 1 » » » " » » » » » » » 6
8 » » B D . f 3 2 2 i » B » » » » n » » » 9
9 » » » » 1 3 & T 3 1) 1 » » ” MR » » » 20
10 » » » > . 300 4 b1z | n s il s | 4 » » » , » » - 37
11 » » n » » 2 5 23 ‘:?.rl’ 12 14 & 1 { » » ® » » 86
12 ” o N » . { 0030 1 st | 98 fl 39 | 19 4 A 1 » » » . 181
13 o > » » » | 1 4oy 42 | s | 66 ||to8 | 63 | 20 || 23 5 | 1 1] » | 422
14 » » » » » » » &1 » » 244 » :» 84 » » D » o »
e S T — — - .-.;; P—

i

"XONNYTHG

123
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Nous y avons ajoulé les arbres & deux branches de quatorze nceuds,
qui sont nécessaires pour obtenir le nombre des arbres & deux centres

de treize nceuds.

3

LLEs ARBRES A DEUX CENTRES. — Dans les arbres bicentriques, il sort

de chaque centre une, deux ou {rois branches. _

Les arbres & deux centres de hauteur & ont, pour chaque centre, une
branche de hauteur 4 ; la hauteur des autres branches (s’il en existe) peut
varier de 1 & k. '
~ En désignant par b* le nombre des arbres bicentriques & n nceuds, de
hauteur h, ona: | _
' bw’: = 2a:z¢: .

En effet, si 'on prend 'un quelconque des arbres & un centre, de
hauteur (h 4 1), et a deux branches contenant (» -+ 1) nceuds (fig. 7),

~ Fa, 7.

~on peut le remplacer par un arbre bicentrique, de hauleur %, en suppri-
mant le neud A et réunissant les neeuds B et C. '

On trouve dans le tableau II tous les éléments nécessaires pour former
le tableau des arbres & deux centres. | '

. -
1lI. — TABLEAU DES ARBRES A DEUX CENTRES. LG
HAUTEURS | L IPR
N — e A Totaux R
4) 1 2 3 4 . 5 -6 |
1 n » » » ) b 3 (0]
2 1 » » » » » : v 1 ’
3 » » » » » » > 0
4 » » 1 » » » 0 1 I'
5 » » | p » » » 1
6 » 5 a i D » » 3
7 » : » 1 2 » > > 3
| 8 » » 1 7 1 » » 9
9 » » » 12 3 » » 156 -
! 10 » » » 93 14 » a8
11 » » 2 30 39 4 » 73
12 » » » 42 108 23 | 174
13 » » » A %4 8% 3 380

- o A
VAT et
R
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- En réunissant les totaux 'des tableaux II et III, nous obtenons le tolal
. des arbles 4 un et & deux centres, ¢'est-a-dire le nombre des enchame——
ments de boules pour les valeurs de n = 1 A %' =13, savoir:
£

IV. — TABLEAU RECAPITULATIF DES ARBRES A UN ET A DEUX CENTRES.

A
5

NOMBRE DE NEUDS 1 2 3| 45 6 71 8 9 [10]117] 12

(o
O
=3
=
o
S

Arbres d-un centre. . . | 1| 0]. 1] 1 37 { 86 {181
_Arbresd deux centres. . ol tf o] s 1| 3| 3{-9{15| 38713 174
Totaux. . ..o [ t{ 1| 1) 2] 31 5] 9

18 | 35| 75 | 159|355

. Il existe une 1égéye différence entre nos résultats et ceux de Cayley qut,
d’aprés les Berichte, a trouvé 183 arbres a un cenlre. de douze nceuds et
%19 de treize nceuds. L’autorité de Cayley est si grande qu’il nous en codte
d’ayoir A signaler ces différences; mais nous avons recommencé plusieurs

fois les calculs et toujours nous avons trouveé 181 et 422, au heu de 183 -
et 419.

Les nombres d'arbres 3 deux centres étant e'(acts ceux dLS arbres &
aun centre A deux branches le- sont également. Par suite la différence porle
sur les arbres & trois ou quatre branches.’

Pour permettre au lecteur de vérifier par lui-méme I’exactitude de nos

!tca]culs nous donnons le détail des opérations pour les a,rbres de douze
cenccuds. . e

s -

‘Jga szTTi__‘l
ﬂm_wwww+ﬂnw;+an;+TTww
=1+ =4;
@y = ToT2 4 T3 1212 = 4 + 40 + 16 = 30;
QWJWP+TWT+TWT+PPT+TTT+TTW
| +TTT-+TPT+4WW?+TTTV
—a+&+m+4+8+4+4+ 19
@y = TTTE + TVTTS - TOTYTSTS T?TeTin + TR
+ﬂﬁﬁﬁ+TWWW+TTFW+TTPW+TWPF
=4+ 844 + +2+2+1+2+1+1_%
8*

*

—51

~
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oy =TT = 13 4 24 = 805 o

gty = T TOII - T - TS - T '
3.4 , '

ah, = TIOTTY + TIL TR =3 +14 = 4;

47742

-

i

5 _'__rw."rw . R
2"'12 = 1.1 = 4
Sy = WWﬁ—l - N

4

La, récapltulatlon de tous ces a,, nous donne hien 181.

" La méthode que nous avons’ employée permet d’obtenir les arbres
sans construction graphique; mais elle ne les donne que de proche en
proche,” c'ést a dire que, pour trouver le nombre d’arbres.a n neeuds,
de hauteur A, il faut avoir obtenu toutes Jes liges de hauteur moindre et
d’un nombre de neeuds momdre.

" Pour satisfaire au desideralum exprimé par M. Friedel, nous avons
cherché une autre méthode fourmssant dlrectement le nombre d enchaine-
mments des n boules.
3 Vmu celle que nous avons trouvée :

SECONDE METHODE

DLS]gIlOI]:: par b_une boule qui a a crochels d’engagés. Les boules

-"a,ccrochces deux 4 deux forment une chaine, dont chaque extrennté est
terminée par une boule b,. -

Si,I'on accroche une boule au troisieme crochet-de 'une des boules de
la chaine, on commence ainsi une chaine auxiliaire qui se terminera par -
une boule b,. Si au quatriéme crochet on accroche une autre boule, on',*
commence une seconde chaine auxiliaire, qui se terminera egalement papf’f;ﬁ

- une boule §,. L ~
En désignant par B, la.somme “des boules b on aura donc:
W Lo B_2+B+4B -

-

Comme on a, dautre part
.(2) - . Bl—{—B —I—B +B4__n
Ja combinaison des equatlons (1) ot (2 ) donne
| 3B, + 2B, + B, =n—2.

Cette équation indéterminée est toujours trés facile & . résoudre. On
connaitra ainsi le nombre des boules.b,, b,y b, b, entrant dans chaque

AN
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chaine. En permutant ces boules, dans Uintérieur de la chaine, de toutes
les maniéres possibles, en ayant soin d’éviter les répétitions, on aura le
‘'nombre de maniéres dont ]es n boules peuvenl: s'accrocher les unes aux
autres.

Par exemple pour n = 8 Jéquation :

3B, 4 2B, + B, = 6

‘donné les valeurs de B,, B,, B,; en les portant .dans I'équation (2) on
~ «obtient B;. Nous indiguons ces valeurs dans le tableau ci-aprés:

B, B, B3 B,

1o 0 0 6 2

Il 20 0 1 4 3
‘ ' 30 0 2 2
| 4o 0 3. 0
T oBe 1 0 3
60 1 1 1
70 2 0 0

- On peut donc formel sept chaines dlﬂ‘érentes. -

Reste & trouver le nombre de’ permutatlons des boules dans chaque
) chaine. Pour simplifier 'écriture, représentons les boules by, by, b, par:
leurs indices et négligeons les boules b,, de telle sorte qu'e la chaine
{fig. 8) sera représentée par la formule %243’3322. '

F‘rG". 8.
‘La prelmere chaine donne une seule solution : 299')22 )
La seconde en donne quatre : 32222, 23222, 22322 et 23'22. o
La troisidme chaine donne cmq solutions = 3322, 3232, 3223 2339 -
et 33%2.

La quatriéme ne donne qu'une seule solution: 333.
La cinquiéme en donne trois : 4222, 2422 ot 2429,
La sixi¢me, également trois: 432, 324, 243.

-
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La seplitme, uneseule: 44.

Done, en tout: 18 solutions.

Quand une chaine se bifurque & ses extrémités, il faut commencer par
la branche la plus longue ou. en cas d’égalité de longueur, par la branche
“ dont la premiére boule a le plus fort indice (c'est Vinverse pour Iextré-

mité finale). . -

Ainsi on n'écrira pas 3472322,

Mais bien 224°23%32.

Ceci est indispensable pour éviter les 1epet1tlons

Nous avons appliqué cette méthode jusqu’a la valeur de n = 13 et nous
avons trouvé identiquement les nombres inscrits, sous la dénomination :
total, dans le tablean IV. Nous sommes donc en'droit de regarder comme
exacts ces nombres obtenus par deux méthodes absolument différentes
I'une de Vautre.

Il serait, sinon impossible, du moins bien difficile de trouver une for-
mule générale donnant le nombre des enchainements des 2 boules pour
une valeur quelconque de n. Le probléme en question estun cas particulier
du probleme — non résolu — des Partitions, cas parliculier peut-étre plus
difficile que le cas général par suite de la présence des chaines auxiliaires.
~ On peut cependant donner une formule qui fournit le nombre C des
. enchainements de boules, pour les premitres valeurs de 7.

. Dans le cas de n pair et égal 4 2p, ona

C=14 0= )+ (=20 =)+ L5 @+ 8 —20)
| +?i:6—‘-i. @p® -+ 62p* — 53Tp + 1053) — (2p — 9.
Pour n = 2p + 1, on a:
_.1+9(p—1)+( )(3p-——o>+1’————<14p—-obp+8°>)
+p (18p Mp — &Tlp + 1491) — 2[(2p — 9+ 1]

Dans ces formules il faut refaplacer par zéro les facteurs qui deviennent
négatifs par suite de la valeur donnée & n; on ne doit donc pas faire de
réductions de termes. |

De p]u:,, ces formules, malgré leur complication, pe sont exactes que .
jusqu’a n = 11. Pour des valeurs supéricures de », il faudrait ajouter de
nouveaux termes, la valeur de C étant représentée par un pol} nome de
degré p — 1 (*). |

{(*) Un extrait de cetle comruumcauon a paru dans Ie ne 3 de I'Intermédiaive des Mathémaliciens
et dans le Bulletin de la Société chimique de Paris (3° série, 1. XI, p. 239-248).
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M, George CANTOR

Professeur 4 I'Université de Halle,

VERIFICATION JUSQU'A 1000 DU THEOREME EMPIRIQUE DE GOLDBACH [I9¢]

———————

— Séance du 10 agottt 1894 — .

" Il y a environ dix ans, j’ai_fait calculer pour tous les nombres pairs
de 2 2 4000, une table qui contient toutes les pa,_rtitions de ces nombres
en deux nombres premiers.

On arrive par l'examen de cette iable donnant aussi le norfibre des
' décompositions, 4 la conviction que non seulement la proposition est
éxacte, mais encore que le nombre des décompositions de 2N croit indéfi-
niment avec N (sauf les oscillations qui se produisent toujours dansles
fonctions relatives a la théorie des nombres). :

TABLEAU DES DEGO‘\IPOSITIONS DES ‘\IOMBRES PAIRS 2 N pE 2 A 1000,
EN SOMMES DE DEUX I\OMBRES mmmns

(Si-2N = & + y, avec & < y, 1¢ tableau donne =, le plus petit des denx nombres premiers).
(La dernidre colonne indique le nombre n des décompositions.)

2N | x

n n
2 1. 1l 20 1,3, T 3
A 1,2 2| 22 3 3, 11 3
6 1,3 e | 24 14,35, 1, 1. 4
8 1,3 o |l 26 3,7, 13. 3
10 3,5 2|l 28 3, 11. / Q
12 1, B 2 30 1,7, 11,13 /A
14 1,3, 1. 31! 32 1,3, 13. 3
16 3, 5. 2 i 34 3,5, 11, 17 4
18 1,5, 7. gll 36 B, 7,13, 11 4
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9N
38

40
42
A4
46
A8
50
B 3
: D4
- 86
58
60
62
64
66
68
70
792
74
76
78
80
82
84

86
38
90

92
04
96
98

100

102

104
106
108

110
112
114

116
118
120
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Y

1, 17, 19.

3, 11, 17,

1,78, 11, 13, 19.

1, 3, 7, 13.

3, 5, 117, 23. _
1, 8, 7, 11, 17, 19.
3, 7,13, 19.

5, 11, 23.

1, 7, 4, 13, 17, 23,
3, 13, 19.

5, 14, 17, 29.

1, 7, 13, 1719, 23, 29.

1, 3, 19, 31. '

3, 8, 11, 17, 23.

7, 13, 19, 23, 29,

7, 31.

11, 17, 23, 29.

B, 44, 13, 19, 29, 31.
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M, R.-W. GENESE
Professeur & I'Universily College of wWales, Aberystwylh (Angleterre).
SUR UNE INEGALITE TRIGONOMETRIQUE [K 20e]

— Séance du 10 aoit 189§ —

Soit CD la corde commune de-deux
cercles dont les centres A, B sont du
méme c6té de CD, et soit AC > BC.
L’arc mineur CED du cercle A sera.
donc dans- I'intérieur du segment
‘mineur CFD du cercle B. Donc, arc
CED < are €ID. De plus, on peut .
faire tourner le plan du cercle A
autour de la droite CD. bone, si deux
arcs mineurs de circonference (pas
nécessairement -du méme plan) ont
mémes exirématés, cclui qui a le plus:
grand rayon est le plus petit. Par exemple, un arc mineur de grand cercle
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~ d’une sphére esl plus petit qu'un arc de petit cercle avec ]es mémes
extrémités.

1\Iamtenabnt soient 20, 2® les mesures des angles DAC DBC on a:

. AC><90<BC><2¢».
Mais, on a aussi - o
‘2AC sin 6 = DC = 2BC sin @.

- sin 0 _ sin @ _ e
“Donc: s g Sous la condition 6-<T .

Autrement dit: sin m® >m sin ® pourvu que m < 1. |
Par ehemple, si, .dans un tmano‘le ABC, l’angle B> l’angle G, alors

b _B )

- < e

¢ ~ G
Remarque. — En se servant-du calcul différentiel, on peut sassurer que
le rapport sin-6 : 9 diminue avec l'accroissement de 6 jusqu'a-ce que 6

: 3n . |
ait la valeur, entre = et 5 donnée par I’équation tang 6 = 0.

M, H. DEMONFERRAND

Inspecteur des Chemins de fer de I'Etat, en retraite, & Paris.

CALENDRIER PERPETUEL LU}

e ———

— Séance du 10 acit 4894 —

Les questions relatives au calendrier ont deja falt Pobjet de plusieurs
mémoires communiqués & diverses époques aux 1% et 2° “Sections  de
’Association fran¢aise pour l'avancement' des sciences. |

' En 1883, au Congreés de Rouen, M. Yidouard Lucas a présenté, sous le
titre de Calendrier perpétuel julien et grégorien, une formule et des

tableaux servant a calculer le JOllI‘ de la semaine qui correspond a une
date quelconque.
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En 1889, au Congrés de Paris, M. Emilc \*wam a déerit, sous le noin
de Calendrier lunaire perpéluel, un procédé pour ‘délerminer, A Taide de
cercles mobiles, I'ige de la lJune 3 une date quelconque. .

Si ces lravaux ne se sont pas vulgarisés plus promptement, malgeé la
fréquence des.cas auxquels ils s'appliquent et la simplicité des méthodes,
cela-tient sans doute & ce que les opérations prescrites demandent un effort
encore trop considérable.. Aussi a-t-on cherché & . présenter plutdt sous
forme de calculs faits les bases ou caractéristiques particuliéres 2 chaque
année, puis & déduire de ces caractéristiques la reconstitulion compléte
du calendrier d’une année quelconque. | | '

Les douze mois de I'année se composent chacun d’un nombre constant
de jours, sauf le mois de février qui a tantdt 28 jours et tantot 29. It est
“done toujours facile, connaissant le jour d’une date quelconque, de dresser
un lableau de la succession des jours, depuis le 1% mars qui précede la
date donnée jusqu’au 28 février qui la suit; & cet effet, on inscrit d’abord
les jours consécutifs & partir de la date indiquée ; arrivé au'28 février, on-
revient au 1¢* mars qui précéde. en- remarquant que ces deux dales com-
portent un seul et méme jour de la semaine, puisque les douze mois qui les
~séparent forrent un ensemble de 363 jours, soit 52 semaines plus un jour.
On continue done 'inscription des jours depuis le 1% mars jusqu’a la date
initiale, et on se trouve alors avoir dressé le calendrier complet de douze
mois; or, comme ce calendrier ne peut commenc'er. que par l'un ou
laotre des jours de la semaine, il devient évident que tous les calendriers
possibles, a la condition d’avoir leur origine au 1°* mars, se réduisent &
sept types, que I'on.a méme réussi & condenser en un seul tableau formant
_ calendrier perpétuel (P I). Si l'on veut faire apparaitre I'un des sept calen-
driers, on choisit une‘des échellesn°s 1 4 7 et on y joint par la pensée les
31 lignes de jours placées a la hauteur des 31 quantiémes de Péchelle
- choisie. Dés que le choix est fait, on .doit considérer comme n’existant
pas toutes les autres échelles et lignes de jours, et supposer reporlées sur
la ligne 31 de I'échelle choisie les croix qm dans le bas, indiquent les mois
courts. ' - - :

Les sept échelles pcuvent étre complétees ou méme remplacées par une
échelle unique dont le tracé est ci-joint. Cette échelle coulisse verticale-
ment le long des lignes de jours et le calendrier qui correspond a chacune
de ses pomnoﬂs est indiqué par le quantiéme, de 1 3 7, qu'elle vient
présenter en regard du premier dimanche d’octobre, d:manche qui, pour
servir d’index, est spécialement pointé dans sa case et aux deux ex(rémités
de sa ligne de jours. Ainsi, pour obtenir le calendrier n°® 4, 1l suffit, soit de
prendre I'échelle fixe n° 4, soit damener le quantitme 4 de Péchelle
mobile-2 la hauteur de l'index. '
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et

INSTRUCTION .

Le baréme qui accompaﬂ‘ne le calendrier fournit pour chaque année |
deux caracterlsthues, D et L. On obtient cellesde 1894, par exemple, en

cherchant dans la colonne de gauche la dizaine 1890, -a partir de laquelle _ .

~on suit I'horizontale. jusqu’a la colonne 4, ou l'on trouve pour 1894,
" D ==TetL=21:-Les deux points qui snivent cerlaines valeurs de D

mdlquent ]es années bissextiles.

RicLe D. — la caractéristique D indique le numéro du dimanche,
numéro qui est égal an quantiéme du premier dimanche d’octobre. Elle
indique aussi le numéro du calendrier de Vannée et sert & déterminer le
jour-d’une date quelconque: soit le 27 septembre 1599. Le baréme indique
_pour 1399 D = 3; on :descend donc Péchelle 3 jusqu’au quantiéme 27,
dont on suit lhonzontale jusqu’a la colonne du mois de septembre, et I'on
*y trouve le jour, cherché, lundi. , ' '

On ne doit d’ailleurs pas oublier que les mois, de janvier et de février
sont portés sur le calendrier & la suite des dix derniers mois de 'annce qui
les précéde, et que leurs caractérisliques sont celles du calendrier et non
de I'année dont ils font partie. Ainsi, étant donné le 14 février 1948, on
cherche dans le baréme 1947 et non 1948, ce.qui donne D) = 5; puis on
est conduit par I'échelle 8, le quantiéme 14 et le mois de février au jour
chexché samedi. -

RFGLE L. —1Ia caractensuque Lserta détermmer les phases de la lune
elle représente la date de la pleine lune de Piques et varie entre le 21 mars
et le 18 avril, circonstance qui a permis de négliger dans le bar eme toule
(désignation de mois, puisque les dates de 21 & 31 appartiennent au mois
de mars et celles de 1 a 18 au mois d’avril. Le 19 et le 20 ne se preaentent
* jamais. . :

- En partant de la date L sur le calendrier et en diminuant le quanuéme

de un jour par mois, on trouve sur une méme ligne droite oblique toutes
les dates (4 un jour prés) des pleines lunes de I'année. Pour 1894, calen-
drier 7, la ligne des pleines lunes part du mercredi 21 mars et aboutit au
. dimanche 10 février. D’autres obliques, placées a huit et quinze jours de
distance de-a. premiére, fourniraient les dates dés trois autres phases
" pendant toute 'année.

- Rigre P. — Par la combinaison des deux caractéristiques, on obtient la
date de Paques, P. Le jour de’ Piques étant le premier dimanche aprés Ja
premiére jpleine. lune’ de printemps, on n’a qu’a chercher le jour de la
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date L, puis la date du dimanche suivant. Ainsi, pour 1894, D = 7 ef
L =21, I'échelle 7 ¢t le 21 mars accusent un mercredi, et le dimanche
suivant est P = 23 mars. Celle opération peut s’effectuer presque instan-
tanément, car les quatre cases 4 consulter sont généralement trés voisines
les unes des autres. : | _

Aprés avoir déterminé Paques, on trouve les autres fétes mobiles en se
reportant & sept semaines avant et aprés Piques; ce qui conduit, dans e
premier cas,au dimanche gras, 4 février 1894, lequel précéde de trois jours
le mercredi des Cendres, 7 février, et, dansle second cas, au dimanche de
la Pentecote, 13 mali, lequel suit & dix jours le jeudi de I'Ascension; 3 mai.
Larecherche de la date des Cendres est simplifiée par la remarque que le
dimanche gras, en février, est de méme date qu’un dimanche de mars
quand P'année est commune et de méme date qu'un lundi de mars quand

- l'année est bissextile. | . ,

Un pointage sommaire au crayon peut faire ressortir sur le calendrier
banal tous les détails spéciaux qui en font le calendrier d’une année
donnée: on inscrit d'abord au-dessus du cadre 'année et ses caractéris-
tiques, 1894 (7, 21); on met alors en relief le calendrier 7 en doublant la
verticale & gauche de I'échelle 7, ainsi que les deux horizontales entre

_ lesquelles sont compris les 31 quantiémes de cette échelle; puis on pointe
L. = 21 en menant une diagonale dans la case du 24 mars, calendrier 7,
et en prolongeant cetle diagonale 4 ‘travers les douze mois; enfin, on
désigne la case de Piques par un double tiret, et celles du dimanche gras
et de la Pentecote par des tirets simples. Le mois de février 1894 ne
figurant pas sur le calendrier de 1894, on reporte le tiret du 4 février en
dehors de la colonne du mois de mars, vis-a-vis le dimanche 4 mars.

OBSERVATIONS

Pour calculer, vérifier ou prolonger le baréme, on peut appliquer les
méthodes décrites par les deux mémoires ci-dessus rappelés. On peut .
encore se servir des formules et des tables données par Delambre dans son
Traité d’ Asironomie théorigue et pratique. De plus, il existe dans 'd»t de
vérifier les dates une table chronologique fournissant entre autres docu-
ments, pour chaque année de 4 & 2000: 1° la lettre dominicale, qui se
confond avec la caractéristique D si 'on fait correspondre respectivement.
les numéros 1, 2,3, ...7 avec les lettres A, B, C, ... G; 2° le terme

"-pascal, qui n’est autre chose que la caractéristique L. Les numéros du
dimanche se reproduisent périodiquement identiqués tous les 400 ans.

On a vu que, pour ramener & sept tous les types de calendriers, il a
fallu faire commencer chacun d’eux au 1° mars. Cette dérogation aux
habitudes traditionnelles présente par compensalion l'avantage d’inter-
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caler le jour complémentaire des anneées bissextiles entre deux calendriers
qu’il ne trouble ni I'un ni l'autre, tandis que son intrusion dans le cou-
rant de année éternisait 'encombrement produit par les doubles letires
dominicales dans les calendriers perpétuels. En reportant au 1¢* mars le’
commencement du calendrier, sinon de I'année, c’est seulement a celle
date qu’il y a lieu de se préoccuper des années hissextiles, qui d’ailleurs
“se signalent d’elles-mémes par une lacune d’un jour de la semaine entre
le 28 février et le 1% mars, lacune qui ne peut étre comblée que par un
29 février, et qui ne se produit pas dans les années communes.-

GONCORDANCE DES STYLES

La régle L attribue aux quantiémes des pleines lunes une décroissance
réguliére de un jour par mois. La durée d’'une lunaison, qui est de 29 jours
et demi, ou plus exacltement de 29 jours 5305887215, correspond a
59 jours pour déux lunaisons, ce qui, par rapport & deux mois conséculifs,
'un de 30 jours, l'autre de 31, ferait bien une différence de 61 — 59
— 2 jours en deux mois, soit un jour par mois ; mais, outre 'erreur comn-
mise en arrondissant la fraction ci-dessus, les mois ne présentent pas des
~ alternatives réguliéres de 30 et 31 jours. On doit donc s'attendre & des
écarts de un jour, quelquefois deux, dans les dates des phases de la lune ;
mais aussi on profite de la simplification due a 'emploi des obliques, et
d’ailleurs la plus importante des dates, celle de la pleine lune de Paques, -
est toujours exacte puisqu’elle provient directement du bareme. -

' Pour éviter toute hésitation dans le tracé des obliques 4 8 et 13 jours de
celle des pleines lunes, on prendra comme numéros des quatre obliqu-és_ |
d’une ‘méme année ceux qui se correspondent dans le tableau ci-aprés; les
numeéros 19 et 20, qui ne' forment qu'une seule et méme oblique, celle du
19 avril et du 20 mai, ne sont jamais alloués a la pleine lune, mais ils
servent aux autres phases, notamment 4 la nouvelle lune pour les années
ou L = 4&.” - _ ‘

. 41 2 3 4 4 5 6 7

8 9 10 1 12-13 14 15 | .
16 17 18 19 20 2t 22 23
2 25 26 27 28 29 30 31

~ Toute pleine lune au 1°° du mois est suivie d'une pleine lune au 3i,
ou bien 4 un jour prés, au 30 ou au 1*. Donc au point de vue des pleines
l_ulzies, le 31 et le 41¢* se confondent, et lorsque dans le pointage au cfayon
le tracé d'nne oblique conduit au 1* d’un.mois, on doit repfendlje ce
tracé au 31 du méme mois; si ce mois n’a que 30 jours, 'oblique reste
“au 31, mais la pleine lune est pour le 30 ou le 1°7. -
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STYLE JULIEN
ANNEES STYLE JULIEN STYLE GREGORIEN DIFFERENCE:
- . N ..
1582 Jeudi 4 octobre. Jeudi 4 octobre. 0
> Vendredi 5 octobre. Vendredi 15 octobre. 10 jrs,
1700 Mercredi 28 février. R-lercre'd_i 10 mars. 10.
» Jeudi 29 février. Jeudi 11 mars. 1
1800 Mardi 28 février. . Mardi 11 mars. 1
» Mercredi 29 février. Mercredi 12 mars. 12
1900 Lundi 28 février. Lundi 12 mars. 12
» Mardi 29 février. - Mardi 13 mars. 13
2400 Samedi 28 février. Samedi 13 mars. 13
» Dimanche 29 {évrier. Dimanche 14 mars. 14
{

Le calendrier perpétuel ci-dessus décrit s’applique tout aussi bien au
style julien quau style grégorien, seulement avec un autre bharéme dans
lequel les numéros du dimanche se reproduisent périodiquement iden-
tiues tous les 700 ans. Le baréme julien a donc été divisé en trois époques
de 700 ans chacune, et les numéros du dimanche, indiqués seulement
dans la troisiéme époque, servent aux deux premicres avec des intervalles
de 700 ou de 1400 ans. Les valeurs de L reviennent périodiquement par
séries de 19 ans, et avec le méme rang dans le siécle par séries de
19 siécles. _

Par suite de la réforme grégorienne, le calendrier a franchi subitement
10 jours, du 4 au 15 octobre 1582, et les années séculaires A partic de
cette dafe sont devenues communes, sauf une sur 4, celle dont les deux
premiers chiffres forment un multiplede 4. Ainsi les années séculaires sont
toutes bissextiles dans le style julien, tandis que dans le style grégorien,
il n'y a de bissextiles que les années 1600, 2000, 2400 ..., etc.

‘Ces données permettent d'établir la concordance des styles comme_
I'indique-le tableau ci-joint, qui démontre que, pour une méme journée,
les-deux styles sont constamment d’accord quant au jour de la semaine,
- bien qu’ils ‘présentent sur les quantiémes des différences de 10, 11, 12.. ..
jours. Si Fon prend, par exemple, le 10 aoit 1894 grégorien, la différence
(de 12 jours entre 1800 et 1900) fait qu'il correspond au 29 juillet julien.”
Or, d’aprés e baréme julien, en 1894 D = 2, donc le 29 juillet est un
vendredi. D'autre part, d’aprés le baréme grégorien, en 1894 D = 7, donc
le 10 aott est aussi un ‘vendredi. '
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Dans le calendrier grégorien, la date du 20 mars est maintende irés
voisine de I'équinoxe, alors que dans le calendrier julien ces dales peuvent
dtre & une distance de 10,41, 12 ... jours. Il en résulte que la pleine lune
de Paques est toujours la premiére du priniemps dans ‘le style grégorien,
tandis qu'elle peut n’étre que la seconde -dans le stylejulien.

CALENDRIER DE BUREAU. — On dispose encore le calendrier perpétuel
sous une autre forme, qui comporte un cadre fixe pour les mois et les
quantiémes, plus deux parties mobiles dont I'une est le tableau des jours
et I'autre le graphique des phases. Pour que ce calendrier devienne celui
d’une année quelcongue, on n’a qu'd prendre dans le baréme les:deux
caractéristques D et L de ladite année, puis a metlre le tableau des jours’
au point I et le graphique des-phases au point L. Ce modéle plus fini,
avec toutes: les diversilés artistiques ou autres dont il est susceptlble-
constitue p]us spécialement le calendrier de bureau, tandis que le premler
reste’ preferable comme calendrier de poche.

i, VASCHY

Ingénieur des Télégraphes, & Paris.

THEOREME GENERAL SUR LES ACTIONS EN RAISON INVERSE
DU CARRE DES DISTANCES * . -[RS]

— Séance du 10 aodl 189% —
1. But de celle- note. — La ‘loi de la'gravitation universelle due & |
Newton a suggéré aux physiciens U'idée de chercher I’explication de divers
phénomenes, notamment des phénoménes électriques et magnétiques,
dans P'exislence d’actions qui seraient exercées par certaines substances
(ﬂu:des) proporlionnellement aux masses et en raison inverse du carré des
~ distances. Cette explication ayant paru justifiée dans certains cas. (lois de
"Coulomb en électro- -slatique et en magnétisme, loi de Laplace en électro-
- magnétisme), on en’ est arrivé & considérer ces lois d’actions a dislance
'comme étant des lois physiques démonirées par Uexperience.
Le théoréme suivant montre qu'en réalité les lois en question sont pw e-
ment et simplement Uénoncé d'une identité mathématique applicable aux
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phiénoménes les plus divers et, par conséquent, ne sauraient étre classées
‘au nombre des lois physiques de la nature.

. 9. Notations. — Supposons appliqué en chaque ‘point Mz, y, z) de
I’espace un vecteur f, dont les projections X, Y, Z sur les axes de coor-
données sont des fonctions continues
de z, y, 5, ainsi que leurs dérivées
du premier ordre, sauf sur cerlaines
surfaces de disconlinuité, Sur chaque
surface de discontinuité nous distin-

S, guerons I'une de i’autre les deux faces
'S, Mays E S, et 8, entre lesquelles le vecleur
7y varie brusquement, en un méme

z | = point, de [ A [ -
(1) = Dans I'espace en question, nous nous

— bornerons & considérer. une région
quelcongue U, limitée extérieurement
par une surface S, et intérieurement
par des surfaces S, ..., et pouvant contenir des surfaces de discontinuité.
Soit S 'ensemble des surfaces limites S,, S, ... et des surfaces de discon-
tinuité & deux faces S, S ... | |

Rappelons la formule bien connue dé transformation d’une infégrale

de surface f en intégrale de volume f :

S ' - U

f [‘{(‘?X‘)+‘[§y‘r)'+(l(@/ z; n f (X + Y 4 Z)dS =0 (1)
U

dz ds
I, m, n.désignent les cosinus directeurs de la normale & I'élément de
surface dS dirigée vers lintérieur de la région U; d= est un élément
de volume; ¢ est une fonction finie el continue de (z, v, 3).

3. Démonstration d’une identilé mathemahque. — Appliquons la- for-
mule (1) en posant:

» désignant la distance du point M(z, y, 5) & un point fixe A(e, B, y).
Toutefois, ]e'p‘oint A étant intérieur au volume U, pour éviter que o
devienne infinie dans le champ d’intégration, nous diviserons la région U
en deux parties par la surface £ d'une sphere de rayon ¢ ayant pour centre
le point A; nous -appelierons U, la partie de U extérieure & = et U,

. S
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partie intérieure, ef nous appllquerons la formule (1) au volume U,. On R

aura, en developpant ‘ , I s"'- .
.',:;\.' B ’r‘\" W
1 | > A |
5) ax ;)
l d,Y d/ r) . I
“dx (dw + dy Yy + dz)dﬂr + dx T n2)as f
* U S4-£ @

e® el el R
r ; AT r d,n |

dx? + Y da:dy+zda:dz

= — 1X
«/y L .
en désignant par (S --}— Z) I'ensemble de la sphére = et des surfaces dont

nous avions’ déja désigné I'ensemble par la lettre S. -
En remplacant, dans la formule (1), Y et Z par zéro et ¢X par :

A

dx Cdy + Z.

et effectuant les calculs, le second membre de (2) devient :

. d“(i) d"’(il->
Y r : Yia d= . .

o Y T % dy T Z-dm dz
), 4],
S4% dz
1\ /1 L1
dX d(?) + dY d( ) dz d( ) dr
dr dx dm dy + 7 dx ds. ]

Cette derniére .intégrale peut du reste s’écrire:

A 1 N1
[dx d('{-) dy d(?) dz d(?-) dr

dr dz dx dy +c7:}: ds _|

; | [d\ <i) ix d(i> dX (l(i)_ dr @). -

dr dx Ej_c_l? dz . dz

—

Uy

Tox an’® @] |
(dx ___@’)- X (_c_i_{ dX r]. lde
o | dy . dv/ dy de  ds/ ds _ } .

.".q‘ .
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et la deuxiéme dé ces {rois nouvelles mtégrales devient, par une transfm-
mation d’intégrale de volume en intégrale de surface: '

d\. d(1> dxX “!(1) %La\ ‘ZO dx

dr dx +dy. dy ds ds
(G W) @)l Ve
= — S+:_. l—*a—; 9:?—-(2}]- -1'—'9; ..EZ.;-db | 2
G, 6 6|,
X| ~az + . dy? W_dw

T
U

Remarquons que celte derniére intégrale est nulle; car'de:

= (o) g — B (5 — )

on dédﬁit: ,
d(!-> d/ _1-) o d(..'.)
ro_ -z, '__&{_'__@‘“?/, YooY — 5 9
de ~— -0 7 dy ot ds 0 %)
el : _ ' '-
N
@), #@) ol
L =0 T ()
da? dy? dz*

En tenant .compte des équations (2), (2", (9;”) et (4), I'équation (2)
devient donc, toutes réduciions faites: .

( ) dX\ _\_ n d£.> bt d(})

do \da —(Tm"u‘\' + mY + n)dS

+
RCTRUIPRLC] N e
— (n — mX) — (X — I7) -}{}- ds )o@y

. S+‘
T
- T
fl_\ — d_\ " (f.i;{ — _d_\) 7 ld=
U' J Y d.:c dy dz  ds/ ds /

| Calculons l’ensemble des intégrales relatives & la surface sphérique
qui entrent dans cette formule. La normale 4 £ dirigée vers la région U,,
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-¢’est-a-dire vers l extemem de la- sphelc pom cosinus dlrecteurs

T —a oy — | 5'4— _
= o m= j————E, 0 = - L
A p 9

En tenant compte des relations (3) et rer-nplaq:intodS par 7*do (dw = angle

_ solide sous lequel 1'élément sphérique dS est vu du centre A), Jencembk

des inlégrales en-question prend la forme:

(1\ + mY - n/)d

RN

. (I —mX) -5 — (n\ — l/) e

_ ) =4y = B)* - (.., — ) o

123

X, désigne la valeur moyenne de X sur la sphére X.
Si L'on pose, pour simplifier. I'écriiure: '

dx | dY

iz EE
| | IX +mY 4+ nZ = dns - - ()
dY dI df.  dX ; . AN dY _ ‘4“1* ()

dz  dy de — dz . My gy y  dz
nY —ml = brz,; lh—aN =dnr; mX — Y = 4=, (8)

.

|Ideﬁtltb (2W dewent finalement :




146 MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE ET MECANIQUE

Faisons maintenant tendre vers zéro le rayon de la spilére ¥; X, tend
vers la valeur X(a, B, v) de X au point A, et le volume U, tend vers U.
On aura ainsi, en tenant comple des relations (3), l'identité :

odd A - (B —y)— w,(y—3) da
@, @: 'l') ::f:‘:) . ” + f T ' ‘;‘2
U _ *u )
oS a—zx o (B—y —s—= dS
+f 7 . 7 +f T ' ;T
: o]

S

(%)

4. Interprétation mécanique de Uidentité (9). — -Supposons d’abord que
lé vecteur / représente une force. Dans la formule (9), considérons ; comme
la densité, positive ou négative, d’'une cerlaine masse répartie dans le .«
volume U, et ¢ comme la densité superficielle d’une masse répartie sur la.

@ —_x . , ,
est le cosinus de 'angle que fait avec V'axe des

surf ace S. Comme

le vecteur allant du pomt (z, y, £) au point (=, B, y), la somme:

' pd?i o — & cdS o — &
. 2 ) - + 3 ) "
.. 74 . P . 7 /]

4] 8

¢

est égale A la projection, -sur Paxe des z, de la résultante f, de forces
‘fictives qu'exerceraient au point (a, B, y) les massesm, m', m". .. réparties
soit dans le volume U(m = pdx), soit sur la surface S(m = odS), ces forces
obelssant A la loi de Newton relative & la gravitation universelle, ¢'est-a-

. L

.m om' m

dII‘C étant exercées en ligne droite et eo*ales AZomm

— ;;i » ’ . . - , 1, ’
f, = ¥ — (somme "géométrique ou-résultante).
1 2 SR e re

Pour interpréter les deux autres termes de la formule (9), imaginons des
‘masses vectorielles ayant non seulement une grandeur,; mais encore une
direction, et réparties soit dans le volume U avec une densité u, soit sur
la surface S avec une densité superficielle 7; p désignaut le vecteur (ui
a pour projections p._, » , p_ sur.les axes de coordonnées, et < 7 le vecteur
“qui a pour pi*ojections Tgr Ty oo D'autre part, en chaque point (2, ¥, %),
considérons le vecteur w (densité de masse vectorielle) el le veclear 7 joi-
gnant ce point an point fixe (=, B, +); soit 8 I'angle de ces deux vecteurs.

On voit que -@- [p (;5 — y) (Y -— z)] est la projection, surl'axe des 2,
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d= sin 0
ai‘__l.__.__

" por-te sur la perpendlculane au plan des .

d’un vecteur égal

vecteurs, v et 7 dans un sens convenable. On en conclut que la somme:

u(B— ) - b —2) n = —¥) - 02 e
. R

est égale & la projection, sur l'axe des z, de la résullante £, de forces
fictives qu’exerceraient au point («, B,.y) les masses vectorielles

m., m,, m" ... réparties soit dans le volume U(m, = pd=), soit sur la
'surface S(m, = =dS); ces forces obéissant a la loi fondamentale de Laplace B

.. en électro-magnétisme (act1011 d’'un élément de courant sur un pole d’ai-

' SPNET m,sin 6 m sin §'
mant), cest-a—dlre ayant: 1° pour grandeur — S
‘ s _ — 7 _

2° pour direction celle de la perpendiculaire aux vecteurs m, et 7 :

Fo s m, sin 9
2 — = 2
En résumeé, X (formule 9) est égale a la projection, sur I'axe des x, de
la résultante fictive: o B :
S e LM mosin® =
=hthi=z3+5 21— - (10) -
7 : _

des deux forces f, et f, dues: la premidre & des actions ﬂewtoniennes,
la deuxiéme & des aclions laplaciennes. De méme Y et Z sont égales aux
projections de cetle résultante sur les axes des y et des z. On en conclut
le théoréme suivant : ’ - |

Quelle que soit la loi de variation de la. force f dans la région consi—
dérée U, celte force fest identique en tout point («, B, v) & la résultante de
forces fictives dués: 4° & des masses définies par leurs densités ¢ el a
(formules 5 et 6) agissant & distance suivant la loi de Newton: 2° & des:
masses vectorielles définies par leurs densités p. etz (for mules 7 et 8) agis-
sant_suivant la loi de Laplace. .

Si f, au lieu de représenter une force, est un vecteur de Dature quel—
conque (vitesse, flux de chaleur, 1ntens_1le d’un champ électrique, etc.),
la formule {10) subsiste, et 'énoncé précédent estseul & modifier suivant
les circonstances. Un théoréme analogue au précédent s’applique donc &
toutes les branches de la physique : chaleur, électricité, ete.

-

-
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3. Cus particutiers. — Deux cas importants au point de vue des a’ppli—
cations sont A signaler. Supposons, pour simplifier, que le volume U
comprenne I'espace (fini) tout entier ol existe le vecteur /, el qu'il n'y ait
pas de surfaces de disconlinuité; alors les densités superficiclles o et- <
(formules 6 et 8) sont nulles,
" Le premier cas sera celui ol le veeteur fdérive d’'un potentiel, c'est-i-
dire oit Yon a: ’ '

L]

AV df_df_dX AN _ Ay _

—— — — — —— — ——— — ——

dz  dy ~ dz  dz T dy dz

Alors, d’aprés les formules (7), la densité x de masse vectorielle est
nulle, ct la formule (10) se rédwt &:

Il n’y.a que des masses m agissant fictivement suivant laloi de Newton.
- On voit par la pourquoi en électro-statique, oltle champ électrique{/ = in-
lensité du champ électrique) admet un potentiel, Vhypothése des masses -
* ¢lectriques imaginées par Coulomb devail réussir, tandis que celte hypo-
thése est restée impuissante & expliquer 'élat variable du champ électrique,
" car dans V’état variable il n'y a pas de potentiel.

Le deuxiéme cas sera celui ot le vecteur /£ satisfait a la condition:

X\ _l_dY d7.

A8 "y,
de ' ody o ds

.

* Alors, d’aprés la formule (8), la densité ¢ de masse -est nulle, et la for-
mule (10) se réduit &:

m, sy

/' —_ N e
- L = -
?--

(’est ce cas que Ion rencontre dans I'électro-magnétisme, dont la loi
fondamentale est due au génie de Laplace,




A. FABRE. — DEVELOPPEMENT EN SERIE DES RACINES D'ONE EQuaTion 4 49

4“.
.

M. Auguste FABRE -
a Paris, .

[D6c|

DEVELOPPEMENT EN SERIE DES ‘RAGINES D'UNE EQUATION

— Séance du 10 aoit 18945 —

.

En nommanl ¢(¢), une fonction d’une racine ¢, de l'équation (1)
IF(£) = 0; la série (S), pour une valeur de @, qui la rend convergente,
représente celle fonction, et Pon a la formule :

TR Fa) o) , (F@)*. 1 d 9(a)
) ‘J(t')__?(a)_ 1 Tl - 2 ) da F(a)

_F@l 4 4t d g
3 F{a) da ¥'(a) da I'{a)

_F@)P 1 a1 a1 d ),
. W Ya) da)(a) da F'(a). da Fla)™ '

En e[l"el;; soit d’abord Yéqualion (2) F(s) — Fle) = .
On a en développant, par rapport aux puissances croissanles de ,
la formule (3) : ©

2

g ) T ,, X o .a’:n ’
@) )= 2 F A gl T A EE

dans laguelle les dérivées successives par rapport & @ se calculent &
* l'uide des relations : -

-’ L 1 o B ?r(;)
Ry F; (:: ’ ‘al(m) - (/.1 - li"(:_;)

ey =4 a1 L gl

- ds F'(z) 7 F(z) dz F(3)

o e ot
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Or, pour & = 0, ’équation (2) est satisfaile par z — ¢ ; on.a donc*aussi

les formules :

B ,.a,) | 4 o(a) iy L ¢ L 4@
%l®) = () ' 95 = @) da Fia)’ "~ Fla)da F'(a) da F{a)
g L 41 d
‘ % (3) I”(a) da F/(a) d Fa)  dal'(e)

D’ol, en substituant dans l’equatlon (3) la formule (S,) pour le déve-
loppement de la fonction (%), d’une racine ¢ de I'équation (2) :

| _ o <p’(a) 1 ¢'(a)
) . e =() 1fx@+wIMEm)

2> 1 d 1 -d ¢la)
+ 3 F'(a) (Ta-F’(a) da F'(a)

+...

Or, léquauon (1) se déduit de I équation (2), en posant dans cette der-
niére £ = — F(a). Par conséquent, la fonction o({) d’'une racine { de
. Péquation (1) s'obtiendra en posant == - F(a) dansla formule (S,).

D’ou la formule (S) : .
o) = ol T@ 2@ | [F@F 1 4 o)
(S) "?‘(t) — ?((Z) — 1 m 97 F.'((L) da F’((b) :

_[F@F 1 4 1 (4 ¢
3 Fla) da T (a) da I (a)

[l*(a)] d 1 " d
=+ n F’(a,) F@) ~daF(a)~

\.._./

+

et aussi la formule (T), pour le calcul d’une racine ¢ de I'équation (1):

(T) { = a— Fg 1. [F@] . daiji
. " Fa) 2 T(a) da I (a)

_[F@]) 1 a PR
3 F(a) da F'(a) da Fa ') +

Nous démontrerons plus loin que la série (S) est absolument conver-
gente lorsque la fonction ¢({) est continue ; par conséquent, la dérivée ¢(2)
est continue ; or, cette dOI'iVGG est nulle ; d’ott la proposition suivante :

La fonction o(¢) de @, représentée par la série (8), est constante,

lorsqu’elie <est continue,
Voici I'interprétation géométrique du calcul d’une racine a laide de la

série (T)
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Soit la courbe C(Z,X), representee par r equation
F-(Z') — Fla) =X+ =.

La série T fournit I'abscisse { d'un-point de rencontre de celte. courbe
avec axe des X, dans I'hypothése z = F(a) _
Considérons ensulte la courbe parabohque représenlée- par lequatlon

\ X : | X
=0+ +“_’s;+(————;‘7"“) SRR ]fm) Al

bt posons & = —I‘(a,)

. La courbe C représentée par cette équation admet avec la courbe C,
au point z = a, & = F(a), un contact d’ordre n.. L'abscisse ¢, de I'un
des points de rencontre de cette courbe avec I'axe des = est donnée.par -
la formule : ‘

Fa) 1 lm)i'di

—  ————— p— 2@

= as 1@ Y Fla) da Fla)
[F@)]" 1 a4 1 d 1

- & ® —— ———

- _—
"W () da Fla) " T )

Le pomt ; est donc la limite des abscisses C, 4 lorigine des courbes
osculutrices telles que C,; lorsque leur ordre de contact avec la cou1be C,
au point z = @, & = — F(a), croit au dela de toute limite.

CONDITIONS DE CONYERGENCE DE LA SERIE S

Nous d1stmguerons dans ce qui suit trois catorfoues de points crlthues
Les points critiques (3), racines de I equatlon

F’(z) =0
Les pomts criliques (a), de.pendant du sybtéme |
b@y—me:O,._ F(z) = 0;
Les p-oirits eritiques (_31:); -résuitaxlt (du systeme :
| Fs) — Fl@) =z, = T =0;

‘les points critiques (s) font partie du groupe des points critiques (a).

Les fonctions F(s) et (s) seront supposées monodrones et continues ;
de plus, nous admettrons que les fonctions I'(z) et F'(z) n’aient pas de zéros
communs. | | - | '
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Cela posé, r. dcsmnant le plus petit des. modules des points critiques (z),
. NOUS a]lons élablir le théoréme (1).

‘TukoriMe (1). — Pour que la série S, soit convergenté pour toutes
fes valeurs de «, dont le module o ést compris entre p, et 0., ces deux
(derniers modules comprenant le modu]e R d’une seule racine ¢ de lequa-—
tion F (3) = 0, il faut et il suffit |
-Primo. Que les modules p, et; pg ne comprennent aucun ‘module.. de
points eriliques (a); = _ :

Secundo. Que, pour loutes ces valeurs de a, on ait la condition :

(1) _ mod. F(a) < ».

En effet, la série (3) est convergente pour les valeurs de a, dont les
¢ modules sont moindres que ». Il y a toutefois exception, lorsque Porigine
est un point critique (z); ce qui a lieu pour les valeurs de « convenant

au systéme : - ‘ , oy ‘
F(z) — Fla) = 0, Fi(z) = 0.

Or, la série S, se déduit dc la série (3) en posant x = I'(a). Done, pour |
fue la série 3 soit convergente, 1l faut et il suffit

Primo. Que le module de«a, en variant d’une {'a(;on continue de p, & ¢,,
nc devienne jarnais égal au module d’un point critiqué (a)

Secondo. Que, pour toutes ces valeurs de a, on ait la condition ;

(1) mod. Fla) < .

L’¢lude de la fonction @(C) de a sc lrouve ainsi ramenée 4 la résolution

(h, I'inégalité (l)
Soient 5,, 5,... Zny 3p les poinls criliques (5); on siatisl‘era a linéga-
lité (1), & Taide des valeurs de a, convenant & la fois aux inégalités (2) :

mod. F(a) < mod. [I ( — T (a ]

mod.- F(a) <Z mod. Iz} — F (a)

) [ ]
| [
[

mod. I{«) < mod. [F(5) — F a,)]

mod. E(e) < mod. |F(s;)) — T a)]

Qu 1)'1@11,.@11 supposant que F(z,) soit celle des fonclions F(s ), F(z,). ..
F(z), . .. F(z,) dont le module est le moindre, il suffira de satisfaire a
rinégalité (4) ; '

| 1
(4) S mod. F(«)} < Q mod. I'(z,);
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le--mod@lle de la fonction F(z,) s'obtient a Iaide de la résultante :
(3) | S Hy =0,

du systéme, . : L '
' F(z) = v, ' E ’(z) = 0.

_Oh peu_t substituer au modglé de la fonetion F(z,)la limite inférieure, /,
des modules de I'équation (8); I'inégalité (4) donne ainsi lieu 4 I'inégalité (6):

® 7 mod. F(a) <;1

Le théoréme suivant va nous permettre dc déterminer deux limites,
I'une par défaut, l’antre par excés' du 1'ayon de convergence de la série S.

TuEOREME (2). — Frms points A, Az, A (fig. I) de modules p, < p, < lt.
parmi lesquels se trouve un point racine A de -
la fonction F(Z), étant donnés dans un plan;
~ cette fonction supposée monodrone ef continue,
pour tous les points situés dans Ta couronnc
" (»,R); il existe. un arc de courbe réel et continu
d’ordonnée ¢ croissante de p, & R, passant par
les points A,. A,, A tel que le module U de la
fonction (%), pour tous les points de cet arc,
. admette uniquement pour valeurs limites des
“solutions faisant parlla des points critiques de
cetle fonction.
Posons en effet :

'I.v[-"' R

U = mod. F{Z) = [X* - Y2,

XetY sont des fonctions des coordonnées x, y, et soif
(1) - 9(@, y) =0

l’Cquatibh de 'arc AA,; on pourra aussi construire cet arc-a 'aide d'une

. _suite continue de valeurs réelles et simultanées de X et Y, soit :

@) WX, V) =0

son équaiion.
Les valeurs limites de U dependent des équations :

(d) % U, = ll—,l [(\\ + YY’). (\‘( -+ YY;) ] = 0.
(3

& We(XY) = (ur*\'+w' D (WX, + WY \Jg_.o
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D’ou I'équation :
L Xy, — XY, (Y, — Xwp) =0,
qui donne lien aux suivantes : |
® XY, — XY, =0, (1) Yw, —X¥ =0

[’équation (6) fournit les points critiques (z); I'équation (7), associée &
I'équation (2), fait connaitre les autres poinis limites. On sera certain que
les solutions du systéme (2) et (7) ne conviennent p'ls si pour de tels

.. points 3 1 U ne change pas de signe.

‘-i

| X2 4 V2)(XW, — YW (da? 4 dy?)
or, - Ly = Xz + Y2)( L) de? - dy?)

9 ¢ ' A ?

(X, WY (WX 4+ WY [PUde

donc le signe de U/ dépend de celui de X¥, — YW _;
Cette derniére fonctlon ne changera pas de signe si elle est expumable
en fonctlon de ¥(X,Y), ce qui-donne licu a lequatlon

O XW, — YW, == (v),
pourvu que = (W) conserve toujours le méme signe.
Il est toujours possible de satisfaire & cette derniére COI]dIllDll
L’intégrale de lequallon (8) |

’ aw ‘ X _ .
= T [I(U) — _ arc sin — U=[X*— Y

1
2

U

nous montre que la force W dépend d’une fonction arbitraire II(U), - qui
permet de satisfaire aux condilions de I'énoncé.

Ce théoréme établi: observons que la fonction positive U est nulle
pour p=R; dep—=p, & p==R, le long du chemin A,A, elle ne passe
par aucune valeur limite et décroit par conséquent. Donc, si pour N

1
la condltlon U< —Z esl satlsfalte elle se -vemﬁela 4 plus forte raison

pour p = g,. Dol le théoréme suivant :
Tugorime (3). — Si Pinégalité :

| (1) ' o . mod. F(a) < —;—t
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est satisfaite pour une valeur a,, de module g,, de la variable oo ; et si;
en méme temps, le module p, et celui R d’une racine ¢ de luquatlon
I'(z) = 0, ne comprennent aucun module de points critiques (z). L'iné-"
galité (1) sera satisfaile pour toutes lcs valeurs de @ dont le module est

compris entre p, et R. |
De ce qui précéde, pour définir la fonction () de @, on détermine

les modulcs a, des points criliqués ( a), & Paide des deux equatlons
| F(5) — Fl@) = 0, F(s) = 0;

soient «, et a,, oc‘-l < «, les deux rayons de la couronne qui contient le

point racine £. . '
Soit { la llrmte inférieure des modules de y, ca]culee a Paide de Ja

' réaultamte du systeme . )

- F(z) =y, . F{)=0.
L’inégalité : |
| ~mod. F(a) < %z
permet de déterminer deux limites p, et p, du rayon de convergence de
la .série; ces limites doivent étre choisies de fagon a satisfaire aux iné-
galités: . . K N

oy < py < R < Po < % R = ]]le‘. t

La fOl]CLlOIl (%) .de a est & la fois monodrone continue et constante -
pour tous les points compris entre les deux. cercles de rayon p, et g,.

La série (S), dans D’hypothése ¢ = «, « étant un zéro simple de la’
: fOIlCtIOIl F(z) — F(0), devient 1dent1que a -celle de Lagrange. ,
- En effet, dans cettehypothése, 'équalion (2) donne “lieu & Iéquation (3):

® . K)—FO) ==z

D’od, en faisant & = — F(0) dans la sérle S,, et remarquant que pour &
== 0 ’équation (3) donne la solution 5 = «, on obtient, lorsque cetle série
~ est convergente, la fonction ¢(%) d’ une certame racine ¢ .de Péquation :

4 'aide de la formule :

. . N F@]" 14 1 d o -
.o(b) #l0) = ?(a) 2 W F(a)da Fla) da Fla)

car | F(0) == F(a).
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85—

F(z) — 1)

D’autre part, en posant f(z) =

» I'équation (3) donne lieu a
. S |

'équation :

4). . 5= a wf(é)"

La série de Lagrange pour 2 = — F(0) — —F(a), permet de calculer
la fonction (%) d’une certaine racine de I'équalion (4) qui,.dans cetle
hypothése, se réduit & I'équation :

ct 'on a la fo;*mule:

. ()] e vtn o
) #(0) = ole) = > L g i),

~ Or, les fonctions o(%) et o(¢,) admettent les mémes’ points critiques (),
déterminés par les deux équations

F(z) — F(0) = a, F'(z) = 0.

Donc les deux séries (S) et (4), lorsqu'elles sont convergentes, sont
identiques, car elles proviennent d’une méme valeur de x.

i1

Développement en série d’une fonction ¢(%), en fonction de la variable T,
d’une racine §, de I'équation A deux variahles:

(1) - F(z,7) == 0.

On commence par développer en fonction d’un paramétre arbilraire a.
a l'aide de la série (S), la fonction (%), d’une racine { de I'équation (1),
Ja variable = supposée constante.

La relation (2): .

— { .

(2) _ mod. Fa,t) <C 3 mo-d.‘ F(s, =)

dans laquelle la fonclion F(z,,7) est celle des fonctions F(z,,7), F(z,,7), - ..

F(z,7), ... F(zp,1) de module minimum, z,, 5, ... 5, «.. 5, élant les
racines de I'équaltion :

(3) ' F(s7) =0,

cst 'une des conditions de convergence.
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Les points critiques (@) sont déterminés par I'équation :

_—
o

a7y = O,.
résultante du systéme :
F(z,7) — F(a,z) == 0, | F(s,7) = 0.

Cela posé : faisons variéer © a chaque valear de t correspond un
minimum des modules de chacune des fonctions F(z,,7). On sera sir de -
satisfaire & la condition (2), a 'aide "du minimum des minimorum de-ces
modules. Pour l'obtenir, il faudra d’abord égaler & zéro la dérivée de la.
fonction F(s,7) dans lgquélle 5 s'exprime 4 V'aide d'ge I'équation (3); d’ou
I’équation : | h | |

F;(:;r + F(5,7) =0,
¢t entenant comlpte de Péquation (3), on oblient )’équation :

(o) o | " F(z,7) = 0.

~ Par conséquent, le module-de la racine, de plus pelit module, de
I'tquation () : | - '

résultante du systéme:
F(z,7) =0, F'(z,7) =0, F(z,%) =z

sera le plus pelit de tous. Soit ¢ une limite inférieure des modules des:
racines de Yéquation (3); ¢ est une constante: on est sir de qatlsfaue a
‘lmeffahte (2), quel que soit =, & laide de la quwantb :

(6) mod. F(a,?) < 3 (.

-

Les variables « et  ont, ]LlSQLl ‘A présent, €lé regardées comme. indépen-
dantes Tune de l'autre; les-calculs des divers termes de la série effectués,
on sera en droif d’établir une relation entre ces variables, -

Posons @ = f{z), la fonction f{z) supposée olomorphe subst tuant dans
la série et dans.les relations () et (6).

Nous oblenons de la sorle une- fonction o({) de =,
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L’équation: .
(7) Y(f=)r) =0

fournit les points critiques (7) de cette fonction Ja condition :

®) mod. F(f(:),%) < 3 ¢

“est celle de la convergence.
- Par conséquent, en suivant la régle donnée pour la série (8) :
Soient =, et 1,, 7, < 7, les deux rayons de la couronne qui contient le

point racine &. : ’
La condition (8) permet de déterminer deux limites, g, el g, du rayon
de convergence ; ces limites doivent étre choisies.de fagon A satisfaire aux

inégalités :
<o < R< gy < 7, R = mod. (¥).

La fonction o{%) de = esl & la fois monodrone, continue et constante,
pour tous les points compris entre les deux cercles de rayon ¢, et o,.

M. Auguste FABRE

A Paris,

DEVELOPPEMENT EN SERIE DES INTEGRALES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES
' LINEAIRES

— Séance du 10 aoul .-)891. —_
Soit :
, m_, 01 -, (n—2) (n—3) (n—p) '
(1) " =@y = oY - o5y + .. -{—_a,opyl + .o tayy
une équation linéaire sans terme en y ; 2 et @ deux points situés dans
~une méme couronne circulaire relative a deux points singuliers de modules

conséeutifs. Les dérivées successives de la fonction y de  seront dévelop-
pables 4 I'aide de la série de Taylor par rapport aux puissances ascendantes
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de la différence xé-——— Z; et I'on aura la formule (2) :

(n— 1) . —1) T .CB (n}. (580 _ a,')ﬂ (n,—.l—‘lJ
’ JO — y + + ‘2’ y + et
© | |
— x\P — o\t .
. (%o z) (n—!-p} L (%, a:) T
F (p+1) '
dans laquelle y, et ¥ désignent les valeurs de la fonction correspondantes
aux valeurs z; et x-de la variable. . .

La dérivée y" ¥ dans cette formule peut étre mise sous la forme (3)-:°

(3) y("+p)—(b 1)+ ;gy ..)_I_ 3)__|_ L a (n 1)'/ +(

Posons en effet :

- N »

(Rp—it) __ —0) (n—2) (n—3)
¥y — a(p 1)13/ + a’(p—nzy + a’(p—nsy + .-

(4) | . .
+ Cp—nyn—nY + Ql’p—ﬂny ;

dérivons les deux membres de I'équation (4) ; nous oBienoﬁs, ‘en tenant
compte de I'équation (1), la formule (5):

(n+p) ’ ' _ (n—1)
¥ (G(P—m + a(P_—-.-i)fa’ﬂi =+ a(p-m)y

Y "
(a’fp--*lm T a(p—i)iam = a(p—ﬂs)y
(a(}"—i)ii + a(P—lHa"s T a(p—-ﬂf.)y
y . (n—4)
(a(p—ﬂ& + a(p—-—-l)i_a“ _i_ aQJ—-{)s)y

r - . .
@ (p—1i)n + a’(p—-lha‘n )y

I

(n—2a)

(n—3)

—I—++

. Identifiant les formules (3) et (8), on obtient pour les expressmns des’
divers coefﬁments de ™ les formules (6) :

a, :'“(p-.»m + QB T a(p—i)2

Ay = Oy yyg + Cpiy @y T Fpips
— ot . |

a’ps . a‘(p—i)a + a(P-—-i)IaO3 hl a(p-i)&

@ (-

— a(P—'i)l; - a(p—-mao& +-a(1?"1)5

. e —_— r
a’pn - apn + a’(p—‘l)t on + O

Substituant dans la formule (2), on obtient lequauon
(7) (n 'I) + /y(n 1) + 1-*0 (11—0) + + /py(n p) _l" Q

d’ordre n - 1, dans laquelle x, et ¥, sont des constantes cette équation.
est 'intégrale premiere de I'équation (1).
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1, Ly, ... 7. sont des fonctions que I'on calcule & Vaide des formules (8) :

(7.1;.—: 1+E¥ﬂaﬁ,+wau+uaﬂ+ .
BT |
7, = % - D 4y, + ;*”*)2 0, (%;’”)ﬁ 0, &
- N (%, ’ z)? ot
o fy = | (_‘/’”_01_—"""”_) aus + (@ ;‘33)0 Oy + —— i “{LJ (o + o
L p, N, +
/= (2, l— ) “. (%, —2— )" a -+ (%;m)wﬂm-l— .
4+ (%o —2) O N

»

Les formules (8) vont nous permeltre, & I'aide des transformations sui-
vanles, d’obtenir I'intégrale générale del’équation (1),

-

R
12

Soit 3
(A) Jg‘) + *-1J —1) + ,_,z?/ 0) + = I(H"'P) + .o + s = 0
Pintégrale premicre de l’équation‘ (A) :

: M =7, = (=) —
(A) Y YT gy — o=,y =0.

Si on dérive I’ t,quatlon (A) et qu'on identifie avec lequatlon (AY, on
obllent les relations (1) :

*
of + Fp = Gy 5y
¥
- Yy
3y B = — a5
F
3 T E = — A5
. * . . . P N '
(|
(1) ooz — g 3
. p—1 T %p 0p=1"1
!
- e s ~
et 1 g a'{)(n-f}"l

w — aon""'i
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- ) . T, ’ . .
- Le systéme. (1) est équivalent & un systtme composé, de n équations
linéaires d’ordre n, en 5, z,, 5, ... Z, .. B, qUE NOUS appellerons trans-
- formées de I'équation (AY'.
“Soit (B) I'tquation en ), :

By ‘ z;” -+ bmz;”_”. -+ boazg""g) e bonp =0
et (B) I’équation in,fégrale premiére :
® sty byl L g5 =0,
Ces deux équations donnent heu aux relations (2):
%+h—bm
' ?/; ~+ Yy = — by,
. | y; ~+ Yo = — by,
@ ’ P

Yp—s T Yp = — bofp—f)yi |
y;l.—l + Y = — bt)(u—i)?f’;l |

Yo — — b()nyl _

Le systtme (2) est équivalent & un systtme compose de n equations
linéaires d'ordre n, eny,, y,, ¥, ... yp oo Ypoo

M Tl O=()=0

I'équation en Yy
"~ Or, on passe du systéme dequatlons

MMWW
(B)(B)(2)(C)

au systéme en changeant y en z et @ en b,

Done, I'équation (C) s’obtiendra ‘en changeant dans I'équation (B)' = eny
et b en a. -
D’ot Péquation :

~

wg—ﬁ?+%dnﬂ+%¢%»+“;+%wf:a

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Une équation linéaire d’ordre % (A)" étant donnée, si on forme i l'aide
des relations (1) la transformée (BY en z z,, le coefficient y, de Pintégrale .
premiére (B) de cette transformée est une racine de lequauon (AY.

11%
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D'oit la régle suivante, pour former lintégrale générale, de I'équa-
tion (A)" :
. On forme les transformées en z,, 5,, ... 3, ... 5, de 'équation (AY,
et leurs intégrales premiéres respectives (sz,), (z?), oo (Bp) oo e (By) £ s0itY,
le coefficient de 5{"~") dans (3,), y, celui de 5" dans 5,, ... y, celui
de 5;,”_1” dans (5,) ... y, celui de z, dans (5,) : on a pour lintégrale
générale la formule (I} :

D y=dp Ayt Ay, e A,

APPLICATIONS

Soit & former I'intégrale générale de I'équation de second ordrei(A) :

@ Y+ AY + Ay =0
Les transformées sont fournies par les deux équations :
5'1 + 7z, = A3, g, = A,g

et donnent lieu aux équations (1) et (2) :
’ ] ] ‘ A' ’ |
(1) sy —Ais, + (A, —A))5, =0, (2) 5,— (f -+ A,)32 + Az, =0;
: . - 2
nous les représenterons par.l’équation (4) :
(4) ' 8" — A5 — @5 = 0.

" Soit': Y5, + ¥.5, -+ constante = 0

I'intégrale premiére de I'équation (4); les fonclions y, et y, sont d'onhées
par les séries (z,) (3,) : |

e XL, — {x — ) z —x)°

(_zi) y,:i+—‘l-i,—-a01+&-i'—@-,—-)—a“—|—(_i?f_)a“+_:.
| : z, —xz  (z,—zx\ x —x)*

(3) Y= fﬁT—aoz"!" (_.5._2_}_2_(1,12-}— L—ﬂ—g—,——)—_an ..

dont on obtient les coefficients A l'aide des formules (3) et (6):

Aoy == Gy . Qyp == Uy,
r
ay = @} + @, o, Gy = @y, @y (t‘;a
. ’ — r .
(8) { @y = ayay + @, + ay, 6) ¢ @y, = aya,, + a,,

S '’ '
Ay = Oy + By, T Byq B3y = Gyloy + Gy,
Ggy == Qg @, + gy o\ Oy == QG0 - a;,_,



" COCECOZ.” —= CONSTRUCTION DES' CARRES MAGIQUES - 163

* Les fonctions ¥, et y, seront-deux solutions particuliéres de1'équation (A);
si les coefficients de 1'équation (4) sont pour la série’ (5,) égaux 4 ceux de
équation (1), et pour la série (3,) égaux & ceux de 'équation 2).

Par conséquent, pour la série (z,) on devra poser :

—_— . ' AT =

Y

et pour la série (z,) on devra poser :

A

__ g - . -
.2 ' - .

L’intégrale générale de l’équation' (A) est donnée par la formule :

¥ =AYy + Ay,

o -

‘M. C0CCO0Z
Commandant d’artillerie en retraite, 4 Paris.
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CONSTRUCTION DES CARRES MAGIQUES AVEC DES NOMBRES NON CONSECUTIFS.
— RAPPEL - DE QUELQUES METHODES DE FRENICLE, DE FERMAT, DE SAUVEUR.
— CARRES COMPOSANTS DES CUBES MAGIQUES DE 7 DU REV. FROST. — CARRES
IMPAIREMENT PAIRS MAGIQUES AUX DEUX PREMIERS. DEGRES. — EGALITES A CINQ

. DEGRES. - [@QLba].

———e

— Séance du 10 aott 1894, —

Les sept carrés planéfaires des Anciens ne comportaient que des nombres
conséeutifs. Les auteurs plus modernes, tels qu'Agrippa, Albert®*Diirer,

Bachet, Moschopule, etc., etc., qui reproduisirent ces carrés, ou bien ima-~

gindrent des procédés pour en obtenir de semblables, n’apportére;it que
des variantes aux arrangements de ces mémes nombres (*). Ce fut
seulement en faisant des applications de la méthode dite générale créée
par Fermat et Frenicle, c'est-a-dire celle des enceintes, et plus tard pour

(*) Le carré de la villa Albanid Rome, qui a éié tracé sur une plaque de marbre en 17686, est,
composé des nombres de 4 4 81. - : - .

S
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résoudre certains problémes qﬁe présente- la construction des cubes
magiques que V'on dut metire en ccuvre des suites de nombres, inter-
rompues quelquefois trés 1r1e0‘u11érement _

On sait que certaines conditions ne peuvent étre satlsfzutes numeri-
quemen{ sans la rupture de la régularité des suites de ‘nombres
employés. Pour citer un exemple, il est impossible, avec trente-six
éléments consécutifs, d’obtenir un carré A quartiers égaux, ou qui ait
la propriété de ceux auxquels E. Lucas a donné le nom de diabo-
liques, et que possédent quarante-huit carrés marqués « dans la table
de Frenicle, ainsi que les impairs que l'on fait par certaines méthodes,
notamment celle des indices de Joseph Sauveur (¥).

CARRE DE 3 DE BASE, DE COTE OU DE RACINE

Les méthodes les plus connues sont souvent mises en .défaut par
certaines irréguldrités dans la suite des nombres que I'on se propose de
disposer en carré magique ; mais,” quelquefois ces irrégularités ne sont
qu'apparentes ; ainsi, pour le carré élémentaire fait avec les neuf premiers
chiffres, Frenicle se servait de la méthode de Bachet et 4 la page 211 de
son mémoire ayanl pour objet la construction des carrés magiques, au
sujet des nombres non consécutifs avec lesquels on peut faire le carré¢ de
méme base, on lit: ... il suffit qu’ils soient en progression arithmétique
et qu’ils se surmontent 'un l'autre d’un excés toujours égal, comme
2 5 8 11 14 17, etc., etc., ou 4 9 14 19 24, etc., etc. Cependant, des
vingt-six exemples de carrés de 5 4 enceinte que présente ce mémoire,
~ huit ont pour noyau 2 3 8 10 13 16 18 21 24, dont les lermes ne se
surmontent pas également, et I'on réussit {rés bien un carré de 3- avec.
6.15 16 24 28 26 34 33 44, qui s'écarlent davantage de la régle for-
mulée par Uillustre savant. Cela devient évident par l'arrangement de
ces nombres en une table d’addition de trois rangées:

. 6 15.2 dou le carré, 3% 26 15
16 25 3% . 6 25 44
26 -35 - 44 ' 35 2% 16

Quand on construit avec enceinte, dans les conditions ordinaires, le
carré de 3 de base, on dispose de vingt-six noyaux différents dont neuf

(*) Il en est. de méme de tous lés carrés impairement pairs.
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or'i"ﬁ"d‘es éléments qui, dans P'ordre naturel, ne sont pas en progression
‘arithmétique. M. Huber a calculé 605 de ces carrés, parmi lesquels sept

Conit leur enceinte, magique aux deux premiers degrés.

" D’une maniére générale, il est bon d’essayer de former une table
d’addition avec les nombres non consécutifs 1mposes ou proposés pour
" entrer dans la composition d’un carré magique, parce que la réussite de

la formation de la table entrame celle du carré.

—

'CARRE DE 4%

On sait qu’une table peut étre résumée en deux lignes de nombres qui,
en s’ajoutant, reproduisent ceux dont elle est composée. '

Voici. quelques exemples de suites irféguliéres qui sont susceptibtes.
d’un meilleur arrangement, comme l'indiquent les deux lignes inscrites
au-dessous de chacune d’elles.

RESUME- DE TABLE D ADDITION

B} A . . B | C
1 5 8 71 | 1 2 38 & T 05 7 U
8 9 10 11 1l 5 6 7 8 14 17 20 23
12 13 14 15 9 10 11 12 ] 2 29 31 35
16 18 19 20 |- 13 14 19.20 38 41 44 4T
1 6 1 8 1 -2 7 8 1 5 14 17
0 4 8 12 0 2 4 2 0 9% 30
D E

1 3 4 5 - 1 5 6 8

6 1T 8 9 19 10 1 12

10 11 12 14 13 14 15 16

15 17 18 20 18 19 20 -23

1 3 4 6 | . 1 5 9 13

6 4 8 14 0 5 7 10 °
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.. CARRES MAGIQUES CORRESPONDANTS .

»
1 19" 12 14 || 6.1 20 9 14 47 11 25
16 10 13 7 3 19 92 12 7 99 17 44
18 8 15 5 13 11 4§ 8 420 31, 5
1 9 6 20 % 5 101 35 41 38 23

1 1711 20 s. 11 10 16 13
18 10 '8 9 18 19. 5 8
T 15 12 6 9.2 6 15
1% 4 5 A7 121 23 1

De ce que seize nombres ne se prétent pasa des arrangements semblables
aux précédents, on ne doit pas en inférer qu’ils ne sont pomt susceptibles -
d’¢lre mis en carré. magique. ‘ .

L’appendice qui termine la présente note montre plusieurs carrés faits
d dessein avec des éléments qui progressent trés irréguliérement; I'un
d’eux va nous servir d’exemple. Les seize nombres imposés sont 3 4 5 6

7912 18 27 28 36 37 42 49 54 63 = 400.

On reconnait que le chifire le plus élevé 63 ne convient pas ‘pour &tre
mis en diagonale : il ne peut faire partic de (rois lignes, mais seulement
dedeux; soit: 63 28 6 3 ou 63 27 T 3

63 18 12 1 63 28 B 4

Avec 54, qui vient immédiatement aprés, on peut former les trois lighes
5436 7 3; 54 37 5 ket 54 28 12 6, qui sont telles qu’on y trouve, pour
les meltre aux angles du carré, trois nombres qui, ajoulés i 54,
donnent la constante 100. Ces nombres sont : 37 6 3 ou 36 6 4.

Le premier de ces groupes conduit aux ébadches F, G de carré qu'il
est impossible dé términer faute de pouvoit former avec 63 27 18 Y
restés sans emploi les couples 60 et 37 qui sont 1mposés par leurs corres-
pondants 54 6 et 84 3.

Le second graupe donne le carré I qui est le résultat d’une modification
.bien conrue el qu'il était nécessaire d’apporter & H dont toutes les lignes
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? ’ # 3 :
nt devenir bonnes qu’d la condition de déplacer 63 qui, nous

G H I

54 5 4 31 || o6 5 4 37 || 5412 28 6 || 5% 7T 3 36
98 7 — — 36 28 — — 5 7 27 49 37 12 42 9
12 — 36 — 7 — 12 — 37 63 3 9 5 18 28 49
6 49 42 3 3 49 42 6 4 18 42 36 A 63 21 6

La substitution de certains nombres 4 ceux d’une suite de 16 consécu-
tifs améne des résultats qui different quelquefois des types consignes
dans la table si compléte de Frenicle. Exemple : les carrés B, N, P, I ont
des lignes ne comprenant que des: termes de méme parité, ce qui ne se
rencontre dans aucun des 880 de la dite table. (Voir I'appendice. )

 CARRE DE 6

11 faut s’assurer si, parmi les nombres proposés, seize sont propres &
former un carré de 4 et les vingt autres une enceinte ; ou bien si 'on peut
les décomposer en-trois groupes 3A 4 3C 4 3D. Chaque lettre A,C, D dési-
gnant Ja somme des quatre termes qui occupent des situations symétriques
(quadrangles) dans les deux diagonales (*). Exemple: les carrés K, L, M
construits par des méthodes différentes, et, pour l'indication des cellules
ou se doivent meftre les divers nombres, consulter le tableau en lettres
qui précéde les carrés K, L, M. | '

a ¢
¢ d
d @
d a
c d

o e

d ¢ a
a d ¢
c a d
c d
a d ¢
d ¢ «a

K-

~

1 33 32
6. 4 5
21 20 25
16 1T 12
13 23 8
% 14 29

35
2
11
26
31
6

3% 30
19 15
18 22
21 9
10 28

(*) Cette condition ‘détermine entre- quelles limiles varie' la somme des termes a placer dans

quatre cellules des diagonales, angles, centre ou intermédiaires. Dans le cas

" inférieure ne peut &tre que le tiers de.]a somme des 12 premiers nombres. Soit- >

supérieure 2 (25 - 36) = 122.

ordinaire, la limile

12 X:ﬁ_: 26 et la
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L . . ' . M

8§ 3 4 3 30.31 o .5 20 4T 43 15 M

~ ] 33 35 29 | -5 9 34 40 20 43 12 1

' 10 14 18 24 25 20 |l %6 6 8 19 48 33,

|l 15 16 11 26 21 22 37 35 9 45 21 3

17 12 13 19 23 97 || - 7 38 49 16 10 30

28 32 3 6 71 2 | 312 1T 14 4k 42

En K on voit aux angles 1 7 24 28 — 60 ct ‘dans Jes cellules qu1
correspondent a celles marquus a dans le tablea,u on compte 2 8 19
31 =517 18 20 =60} il y a au centre 11 12 25 26 — 74 et dans
les cellules correspondantes de celles. deswnees par la lettre C, on compte
148 précisément double de 74.

Dans le carré.L on a 8 31 2 28 —.929 95 14 1 — 21 19 16

13 =69 et 26 241841 =32 27173 = 7 93033 ="179.

Enfin, dans le carré M qui est & quartiers égaux el dlabollque on a
53 4 42 =6 21 43 49 — 16 20 35 48 = 119 et 10 412 38
40 = 313 3747 = 1417 33 36 = 100. .

Voir & l'appendice le carré () .4 enceinte dont le carré intérieur de
" quatre est composé de nombres non consécutifs.

Il est facile de construire un carré de base i 1mpalre quand on est libré
-demp]oyer nlmporle quels nombres (*) ; mais il n’en est pas de méme

quand ils sont imposés, et tels qu aucune des methodes connues ne leur
est: apphcab]e '

CARRE DE 5. .

Parmi les carrés de celte categorle celui de 5 est peut—étre celui qui
présente le plus de difficultés. Prenons les nombres suivants :

{3 7 8 43.17.12 19 20 25 34 0 14 15 23 -
44 42 38 37 32 98 M 39 85 21

On ne peut en faire un carré ni par indices ni par cnceinte ; la somme
se décompose en 6 X< 43 4 4>< 50 + 110 = 580, d'ott 116 pour cons-
tante. Il convient de s’assurer des quatre lignes passant par le centre. Or,

(*).0n peut méme obtenir des dlahohques il suffit de faire en nombres un carré par mdlces et de

majorer.ensuite d'une méme quantité ceux inscrits dans les cellules ol serait placée une des letires
Cmployées s'ik S'agissait d'un carré littéral par indices.
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en y metlant n’'importe lequel des vingt-cing nombres ﬁi'opOSés on peut
= former ces quatre lignes et si I'on veut. essayer toutes les combinaisons
possibles il est certain qu'on y perdra beaucoup de temps:

Parmi les nombres non.accouplés, prenons 20 pour la_cellule centrale
et quatre groupes de nombres donnanl avec ce chiffre la constante 116.

090 1 19 32 44. 2090 8123739, 3°20 713 35 &1.
° 203 17 3442, -

On peut prendre ces 0r0upes deui{ 4 deux de six manjiéres ; choisissons
les deux premieres pour les diagonales. - :

“'On sait que.Ja somme des nombres inscrits dans ces quatre hcrnes est
ézale A quatre fois la constante G, diminuée de trois fois le nombre 7 mis
au centre. Les huit cellules qui complétent le carré doivent donc étre
garnies par des nombres dont le total est exprimé par C - 3n. Soit,. dans
le carré con51dcre 116 + 60 = 176. -

Chaque ligne du carré étant égale a C, les quatre en bordure doivent
étre 4C diminuées des nombres inscrits aux angles de sorle qu'en dési-
gnant par A la somme de ces nombres, par M la somme de ceux aux
exlrémités des médianes, on a 4C = 4 X< 416 = 464 —2A + M -+ 176,

ol 24 4 M = 464 — 176 = 288.  * .. - | |

. Il s'agit donc de déterminer huit nombres pris dans ceux ci-dessus,
ayant- pour somme 288, afin "de les inscrire aux extrémités des médianes
_.et des diagonales. - ' '

Avec un peu.d’habitude on découvrirait s'il est des nombres qui con-
viennent pour. salisfaire . cette condition, mais les deux tableaux sui-
. vants suppléeront A de trop longues explications, qui sera.lent peut-étre
mal exprimées et iatlganles A lire.

Diagonales ' _Médianes
gl 8| 8 |12|12]37 |3 | 3| 38 [17|17] 34
12 | 37 |39 |37 | 39 39 17 | 3¢ | a2 | 34| a2 | 42

119 | 40| 6] 61| 69| 1| 96 7 13| 40| 51| es| 7| 79| 9
132 | 53| 78| so 82| 84 109 735 | 62 79| 87| 93 101 118
144 | 65| 90| 92| 9% 96 121 7 4
1932 | 71| 96| 98] 100| 102| 127} 13 35
19 4% | 83[ 108| 110| 112] 114 189] 4341 | 74| 91| 99| 105] 113] 130
32 44 | 96 121) 123] 125] 127) 152| 35 41 | 96| 113 121| 127 135 152

63| 85| 93| 99| 101] 124

Le tableau des diagonales présente quatre fois le nombre 96, dont le
-double est 192. Celui des médianes présente deux fois le méme nombre 96
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‘qui, ajouté a 192, donne 288. On peut donc inscrire les diagonales en
meltant aux extrémités de 'une-1 et 19, aux extrémités de Yautre'37 39,
et terminer les deux médianes par 34 42 d’une part et 7 43 d’autre part,
comme on le voit dans le carré terminé ci-contre. On abrégerait en élimi-

1 27 13 38 37

9 12 35 44 16
39 28 7 23 19

nant du tableau servant aux médianes tous les nombres impairs qui,
étant ajoutés au double d’une somme, ne peuvent avoir pour tolal 288.
On négligerait les solulions apparentes telles que 2>< 82 par 1 -}~ 32
-+ 12 - 37 = 164, et 124 par 34 + 42 -+ (7 4+ 41) ou 13 + 35, parce
que les nombres complétant avec 20 les diagonales sont 19 4 44 |- 8
-+ 39 = 110 dont le double 120 ne peutl étre complété par 68 inscrit au
tableau des médianes, mais qui ne serait obtenu qu’avec des nombres
dont on ne peut disposer deux fois (7 - 41). ou (13 -+ 35).

Ce qui précéde montre ce quil faudrait consacrer de temps si I'on se
proposait d’essayer toutes les combinaisons que peut comporter un tel
probléme, méme en supposant que, dans le cours des opérations, on ait
imaginé des procédés faisant vite reconnaitre Vinutilité des essais non
susceptibles de conduire & un bon résultat.

Il est évident que le tableau des médianes pourrait étre pris pour celui
des diagonales et vice versa, et que parfois, bien qu'étant parvenu a for-
mer la bordure, ayant la constante dans les diagonales et les médianes,
on ne peut I'obtenir dans toules les autres lignes : 1l suffirait pour le carré
considéré que le couple 20, au lieu d’étre composé de 17 4 3, le fit
par 18 - 2, pour que deux verticales différassent de la constante d’une
unité, 1'une en plus et 'autre:en moins.

CARRE DE 7

Le carré de 7 n’est pas soumis aux mémes conditions que celui de 5;
il n’existe aucun rapport entre les termes aux angles et celui.de la cellule
_centrale; mais, comme quand on le fait par lettrées, on en peut meltre
quatre- différentes dans chaque cellule, il présente certains cas remar-
quables, notamment quand il s’agit d’un des composants d'un cube
diabolique bien fait, composé exclusivement de carrés diaboliques comme
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‘ceux décrits par le R. A. H. Frost, M. A, dans un mémoire publié¢ a Cam-
bridge en 1877 (¥). | o
" Les conditions & remplir par un cube pour quil -soit magique sont
encore aujourd’hui mal définies; les petits sont les moins parfaits. On lit
dans. la correspondance de Fermat, qui en est tres _pro.bétb}ement I'inven-
teur : « Pour ce qui est des cubes, je n’en sais pas plus que M. Frenicle,
pourtant je puis les ranger tous," & la charge que les diagonales des carrés
. (ue nous pouvonssupposer- paralléles & I’horizon sont égales au coté des
carrés, ce qui n’est pas peu de chose. En. attendant qu’une plus longue
méditation découvre le reste, je dresserai celui de 8 10 12, si M. Frenicle
“me Tordonne. » o | ]

Le cube de 7 donne des résulltats plus satisfaisants; dans I'un de ceux
décrits par lauteur anglais cité plus hant, sept carrés (diaboliques) que
.Ton peut supposer horizontaux comprennent les nombres de 1 & 343,
dont la somme est 58:996. Soit 1204 pour la onstante de chaque-ligne
entiére considérée a la surface ou a Pintérieur du cube.

" Le carré 1 (face supérieure) et les six qui lui sont paralléles sont faits par
la méthode des indices et voici les suites au moyen desquelles on peut,
A son gré, faire chaque table d’addition ou construire les carrés :

Ne1 29 30 31 32 33 34 35— 32} 56 112 113 175 231 287 = 980
No2 36 37 38 39 40 41 42 = 2173 56 63 119 175 231 287 = 981
No 3 437 A4 45 46 4T A8 49 = 322 7 63 119 175 231 287 — 882
Ne4d 1 2 3 4 5 6 T= 28 56 112 168 224 280 236.= 1176

56 112 168 224 280 287 = 1127
56 112 168 224 231 287 = 1078
56 112 168 175 231 287 = 1029

Nes5 8 9 10 11 12 13 4= 77
No§ 15 16 17 18 19 20 21 = 126
No7 22 23 24 25 26 27 28 =175

cOCoe OO

Ayant construit les sept carrés et les ayant fait tels que sept nombres
situés sur une verticale quelconque donnent la constante 1204, si Pon
considére les 49 qui se trouvent sur une face latérale du cube, on a un
carré de I'espéce aussi diabolique, composé de nombres qui ne présentent pas
entre eux les mémes différences. Exemple celui oti Pon constale 10 couples
de 340, .14 de 347 et 170, ce qui ne convient point & la méthode par
. enceinte, ni & celle'qui ne met en ceuvre que deux-lignes d’indices. (Voir
le - développement des (uatre }"aces-[atérales du cube a I'appendice.)
~ Nous donnons ci-apres un tableau qui aide & la solution du probleme;
il- permet 'emploi de trois 6léments au moyen desquels on reproduif
toute la série de 1 a 343. Il a les propriétés d’une table’ d’addition : ses
‘médianes et ses diagonales donnent la constante 1176, et il en .est de
méme de toute addition de sept nombres pris a raison d’un seul dans
chaque ligne, d'out la possibilité de faire un carré par les diverses méthodes:

f.(*) Ce mémoire a pour lilre : On the construction a-nd'pro;ierties of ﬂdsi_k sq'uares and cubes of any -
dimensions with a deseription of a glass model of stuch cubes presented o the. South Kensington Museum.
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- indienne, de Brachet, Mosc-hopulé et Sauveur. En écrivant n’'importe dans

_quel ordre les leltres A, B, C; D,-E, F, G, affectées chacune d'un chiffre
" différent, puis se reportant au tableau pour y prendre les nombres qui
“correspondent 4 la fois aux lettres et aux chiffres mis en marge comme
indication des lignes, on aura 245 7 112 313 175 84 238 — 1176.

. Comme dans ce tableau les nombres se succédent avec 7 de différence,

- on peut, sans reproduire le méme nombre, ajouter & Yun d’eux depuis 1

jusqu’d’ 6 unités et méme 7, si I'on convient de les majorer tous.
L’adjonclion des sept premiers chiffres qui représentent p ¢ s £ w v
ayant pour somme 28 fait que la constante devient 1176 - 28 = 1204.
Une ligne composée, comme il vient d’étre mentionné, de majuscules
prises dans chaque horizontale du tableau et accompagnées de sepl pelites
“lettres différentes peut faire partie d'un carré magique; une seconde, puis -
une 3¢, 4°, 5°, 6° et 7 lignes appartiendfont au inéme carré si dans toules,
les éléments sont bien disposés.

Paradigme‘ d'un carré A trois indices

A|B|[C|DJ|E

=
<2
(=

1 2 3 4 5

196] 203| 210 217| 224/ 231) 238 615 Dyp | Be | G | B | Cor | A

of 7| 14| 21| 98 35| 42| o00o0| Bg | Gu | EBr | Co | As | Tup
491" 661 63| 70| 71 84 N|| 523f Fu | Ds | Bp | Gt | Eg | Core | Ayr
98| 105} 142| 119]'125{ 133/ 140} 3 46| C¢ | Agg | Vs | Dyr | Byv | Gs | Egp

147| 154| 161} 168| 175| 182 1891 162 Gr | Ew | Cs | Ap | Ft | Dig | B

245! 252| 259] 266| 273| 280 287 4314 Agw | Fer | Do | Bs | Gop | Et | Cq

294| 301| 308| 315{ 322] 329} 336! 254 | Es | Cp | At | Fog | D | Ber | G

-3
o
.\3‘
&
o=
&
2

D’aprés ce qui précede, on aura pour premitre ligne 203 146 31 266
131 85 320. .

La méthode des indices n’étant pas {rés répandue, nous prendrons un
cxemple; celui ol 4 la seconde ligne on voit en marge 5 2 3; il fautse
reporter successivement a la premitre et aux indices inscrits au-dessus,
chacun se rapportant aux trois éléments d’une méme celtule. On voit
que § cst l'indice de F, de 2 et de p. Inscrit dans la premiére colonne, en
marge du carré, 5 se rapporte & la majuscule F, 2 indice des chiffres se
rapporte & 4, et 3 indice des’ petites lettres se rapporte & v. On devait
donc commencer Ja seconde rangée du paradigme par F,v, et, pour ache-
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ver cette-ranﬂ'ee sulvre, pour placer chaque élément, 1ordre suivi dans Ja
ligne.de téte. |
Nous donnons plus loin en nombres les quatre faces 1atera,les du cube,
soil quatre - carrés diabolicques dont l'un est la traduclion du présent
paradigme. (Voir I'appendice.) | | :
Les quatre dia.oronales du cube donnent ausa la constante

9205 327 50 172 294 17 139 — 263 102 333 172 11 242 81 —'1904
320 273° 219 172 125 71 -2% = 148 156 164 172 180 188 196 = 1204

-

En se servant du méme tableau pour y prendfe successivement les trois
éléments a réunir dans chaque cellule on construirait de méme les dix
carrés paralleles aux faces du cube. Ils-sont dé composition analogue et
diaboliques comme ceux précédemment décrits. '

CARRES i\'IAGIQUES AUX DEUX PREMIERS DEGR]:JS.
| | 'CARRE DE 8 .

Notre derniére communiqatidn avait pour sujet: Quelques variations que
on peut apporter aux carrés de 8 de coté construits avec les nombres
de 1 & 64, par la méthode dont nous avions fait un exposé sommaire
Iannée précédente. Aujourd’hui 1l y a lieu de mentionner que, lorsqu’il
s'agit de faire les diagonales par couples égaux & 63, .on peut en employant
I'une des notations de Sauveur établir en lettres des diagrammes ou para-
digmes évidemment magiques au premier degré pour n’importe quelles
valeurs attribuées-aux lettres employécs. Tel est celui ci-aprés qui convient
au second degré quand on se sert des nombres donnant comme il suit
des couples égaux : ‘ '

abecdDCBA) {pgrs SRQP

0 816 24 32 40 48 56 ) 1 2 3 &4 5 6 T 8
Paradigme en lettres : ' Traductioﬁ en nombres de ce pafadigme
DRl dg | cQ | Bs| Cr | BP | ap | AS 3812 |23 | 5243 {16 | 1|61
eS| Cp | DP ar ds | AQ | Bg | bR 21 1 41 |40 3| 28} 63 | B0 i‘!i
bp | BS A;s -dQ aP | Dr | CR | cq 9 (5316031 8|35 45|18
dP | Ds| CS| bg | ¢p | BR| Ar | aQ 32 (36| 45|10 |17 ] 55 [ 59 | T
Ag|laR | br [CP}{BQ| cs | dS|Dp 58 | 61 1t | 48 | 55 .'20 2% | 33
CQ| er |dR| Ap | Dg| aSt{ bs | BP 4T 119130 | 57| 34| B[ 12| 56
Brle ag | DS | AR | dp | cP | Cs st {15 2| 37]62| 95| 2 | 44
5 ‘AP BplcR| bS | Cqg| DQ cfr 4| 6414922113 |42 39 .9.7
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Ne pouvant donner le carré avec les nombres élevés A la seconde puis-
sance, nous ferons porter la vérification sur quelques lignes prises au
hasard en remplagant par des nombres triangulaires les huit couples de
deux rangées paralléles dont les termes se complétent & 63. Soumetlons A
- celte épi'euve les deux horizontales exirémes en substituant aux couples

(13 + 647) + (16* - 49%) (23 4 427) -+ (26° + 30 + (#* 4 617
+ (13 4 52) - (@2 43) - (27" 4 38

les triangulaires correspondants :
596 - 136 ++ 45 + 21 -+ 406 + 190 - 85 - 15 = 1364

dont la moitié est bien 632.
La composition des diagonales est :

(B 4 617 + (15° 4 50 + (1T + 48Y) - (30* -+ 33)
et (5° -+ 609 4 (10° -+ B57) - (24 4 412) - @7* + 38)

et les nombres triangulaires correspondants :
406 4- 120 +- 133 + 3 = 378 + 233 + 36 + 15 — 682.

On a d'ailleurs égalité entre les sommes des produils des termes

accouplés :
Ok - T50 ~ 816 4 1050 = 300 + 550 4 984 -+ 1026 = 2860.

Dans ces conditions, on saif que 'on a aussi égalilé au troisitme degré.

On sait aussi que-l'on peut auomenter d’'une méme quantité chaque
terme d’une double égalité. Pour obtenir d’un paradigme plusieurs carrés,
il suffira donc de changer convenablement les valeurs primitivement .-
employées. MM. Pfefferman et Huber en ont donné plusieurs exemples, ce
dernier en attribuant les valeurs de 11 & 18 aux secondes letires et en
formant avec les premiéres des couples égaux chacun & 70, ce qu1 porte

L lea constantes 4 396 et 23844.

CARRE DE 9, L'UN ORDINAIRE, LE SECOND A COMPARTIMENTS EGAUX

Le carré de 9 peat aussi 8tre présenté au moyen de lettres sans répéli-
tion d'aucune d’elles dans les lignes principales. Antérieurement a la fin
de 'année 1891 nous ne connaissions aucune méthode donnant un pareil
-résultat ; celles des diagonales, des indices, la mixte sont inapplicables
quand on se propose d’éviter la répétition d’'une méme letlre dans une
lizne entiére. Voici les paradigmes de deux carrés: le second est en oulre,
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. 4 compartiments égaﬁx (). (Vo-ir a I'appendice la traduction numérique de

ces paradigmes.)
5

DO | &P | Mp | aS | e | Bn | CR | ag | Ar

¢S | Bs | bQ | ap | Aq | Mr | dn | CP | DR

Ch | DS | AR | Br | dp | o bs | MQ | aP

bg | & | as | ¢ | BR | a0 | Dp | An | MS

F

CQ { Dr bp. .

BP dR Cq As Mn asS

Ms an dpP Dq br Cp AS ¢R BQ

Ap Mq BS CQ DP bR ar ds cn

dr { e | Dn | MR | a0 | AP | Bg | s | s

aB | AQ | c¢r bn CS Ds | MP | Bg | dq

. BR Cn | Ar .DQ dp  MS by aP cs$

ap cQ bS Bg As cp dn Dr | MR

Ds | Mg | aP | an | BR'| o | AQ | BS | Cp

bn | ar | R )] AS | CQ | 'Bp | MP | ds | Dg -

Ag | BP { Cs | dr | Ma | DR| ¢S | bp | aQ

dQ DS Mp bP cq as Cr AR Bn

cP bs aq | CR Br An | Dp Mg | dS

Mr dR Dn cp aS b Bs { Cq AP

€S |- Ap BQ Ms DP dq aR en br

-+ (*)M. Huber a fait comme M. Pfeffermann de ces sortes de carrés qu'un habitant des environs d’Alger,
M. Porlier, a cru mieux désigner en les appelant, sans qu'on sache au juste pourquoi, salaniques.
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Ces deux paradigmes sont évidemmeént magiques puisque dans chaque
ligne entiere se .voient toules les leltres grandes et pelites. Ils le seront
numériquement si I'on se sert des nombres de 1 & 81 et que 'on considére
comme couples égaux deux lettres analogu'es associées (A + a)=(B - b)
ainsi que (P 4 p) = (Q + ¢), etc., eic., el que lon convienne que
Ad+a P4p

o T

En remplacant les letires par des nombres, comme il suit,on pourra
effectuer facilement la vérification des lignes dont les nombres auront été
élevés & la seconde puissance: | ‘

¢ becdMDGCBA  pg
0 9182736 45 54 6372 1 2

M et n représentent les moyennes

L]
-

s n S R Q P
485 6 7 89

@

La premiére verticale (de gauche) est ainsi composée :
53 24 39 11 72 40 73 30 7 dont les carrés sont respeclivement

2809 -+ 576 ++ 3481 + 121 - 5184 -+ 1600 - 5329 - 900 4 49 = 20049.

La vertlicale de droile, qui ne comprend que des nombres complémen-
{aires de ceux inscrils 4 gauche, donne évidemment le méme total 20049,

Les diagonales et les verticales du carré & compartiments sont toutes

égales : les produits des nombres accouplés sont en effet:

6 XX 76 = 456

8 > 74 = 592 96 X 56 = 1456 \ 22><60=1320)
16 3 66 = 1056 ( 10 X 72 = 720 Ax T8 = 32 18 < 64 = 1152
4264 4264 264 . 264
98 3¢ 54 = 1512 { “2% oy s sg = 13 { 1w = s (P2 s0 = 160 S-‘ b
20 X 62 = 1240 30 3 52 .= 1560 36 < 46 ="1656 34 X 48 = 1632

Il est pareillement facile de s'assurer de V'égalilé aux deux degrés de
“tous les compartiments, et de toules les lignes enticres de ce carré.

Au lieu d’employer des letires analogues ¢t homologues on pourrait .

employer ce que Sauveur appelle des letires générales; mais il serait
moins aisé de rcconnaitre les différents couples et par suite le mode de
formation des carrés.

CARRES IMPAIREMENT PAIRS MAGIQUES AUX DEUX PREMIERS DEGRES

carRnt DpE 10.

Avec des nombres consécutifs, les impairement pairs ne peuvent étre
construits ni & quartiers égaux ni au second degré. On n’est pas parvenu
encore A faire le carré de 6 de coté quand les nombres sont élevés a la
deuxiéme puissance; mais M. Pfeffermann est en mesure de construire
tous les autres. '

Al
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Le suivant est fait avec 100 nombres” que 1'on ‘obtient en ajoutant suc-
cessivement 1, 2, 3,5, 6, 8, 9, 11, 12, 13 = 70 & chacun des termes
0, 13, 26, 52, 65, 91, 104, 130, 143,.156 = 780, ¢’est-a-dire en ne conser-
vant que les nombres restants d’'un carré de 13 de coté quand on en a
supprimé les rangées 4°, 7¢, 10¢ dans les deux sens. Voici comment y est
arrivé M. Pleffermann en cherchant & faire & un impairement pair,
Papplication d’une maniére de procéder qui lui avait réussi pour les carrés
de 8: Si 'on cherche & former une double égalité avec les termes formant
cing couples égaux, ceux de 10, 12 et 13 ne conviennent .point; mais
avec-ceux egaux 4 15 on a trois cémbinaisons SavoIr :

i

L1001 8.9 10 12=35 2 1 1 12

| 5 6 1 3 3 1 5 8 {0 11 = 35
13115 4 2 =3 13 9 8 32 5

139 6 4 3 =35

Ayant choisi pour. exemple la seconde combinaison, inscrivons-en les
couples dans les eolonnes de rang impair d’'un tableau divisé en vingt-cing
petits carrés, puis dans les colonnes de rang pair, les compliments & 170
des petits nombres, de maniére 4 obtenir deux rangées & sommes égales : .

1567 161" 162 167- 168 — 815
169 165 164 159 1568 = 815

1 157 | b5 161 | 6 162 | 11 167 | 12 168
13 169 | 9 165 | 8 164 | 13 159 | 2 158
'
s | 53 105 | 57 109 | 58 110 | 63 115 | 64 116
65 117 | 61 113 | 60 112 | 55 107 | 54 106
66 92| 70 9| T 97 76 102 77 103 .
65
| 78 106 | 74 100 13 99| 635 95| 61 93
131 27| 13531 | 136 32 | 11 31| 142 R
130 S R |
143 39 | 139 35 | 138 34| 133 99 | 132 o8
144 14 | 148 18 | 149 19 [ 154 2% | 155 95
143
136 26 | 152 22 [ 151 21 | 146 16 | 145 15

En ajoutant ces derniéres sommes & celles que donnent les petits nombres
on pourra former une double rangée ou bande qui sera constituée par
cing compartiments égaux et & diagonales toutes égales a3 170, On aura

§2%
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une seconde bande en ajoutant & chaque petit nombre de la premiére 59
pris dans la suite oénératrice commengant par zéro, et en inscrivant, en
diagonale de chaque compartiment, l¢ complément nécessaire pour former
170. Les trois bandes sont remplies en augmentant respectiverent de 63,
130, 143 les nombres accouplés pour faire 14.

Le tableau résultant de ces opérations est un carré magique: chaque,

horizontale présente la méme somme 850 ; dans'les verlicales de rang
- impair, cette conslante se retrouve décomposee en 14 4+ 118 4144 -+ 274
-~ 300 = 830 ; les verticales de rang pair ne peuvent évidemment donrier
aussi que la constante. ‘ ‘

A la seconde puissance les 100 éléments du carré sont autrement
répartis dans les bandes ou l'on compte 61.004, 6.924, 1.854, 2.704,

42,414 = 139.400. ' -

Au premier degré les propriétés du carré ne changent point si I'on
permute n’imporle quels compartiments d’'une bande horizontale™ ou
verticale, ou n’importe quelles bandes; les secondes puissances ne pré-
sentent rien de semblable et si, pour la facilité des calculs, on remplace

~les couples par les carrés correspondants, comme nous Yavons fait
maintes fois, on a, par exemple, pour le premier comparliment

12 + 1692 7.056 .
| 13 f 05T BASE| O
et pour le second : .
52 - 165* 6.400 )
9 |- 161* 5.776 Y

“En opérant de méme, on a pour les vingl-cing compartiments les
chiffres suivants tous différents de la moyenne 27.880 :

61.004

12.240 12.176 12.170 12,200 12,218 =
1.424  1.360 1354 _ 1.384 1.402 = 6.9

510 348 340 370 388 — 1.854
5.480 5.416 5.410 5.440 5.458 = 27.204
8.522 8.458  8.452 8.482 8.500 = 42.414

—— e—————— Seee—eem—)

28.076 97.756 97796 © 27.876 - 21.966  139.400

On comprend gqu'ayant la faculté de chan-ger de place les compartiments -
on puisse établir I’égalité dans un sens, par exemple I'horizontal.

12.240 8,458 1.354 5.440 388 — 927.880
12.218 8.522 .  1.384 5.416 340 = 27.880
12.176 8.452 1.402 5.480 370 = 27.880
12,200 8.500 1.424 5.410 306 = 27.880

~ 12170 8.482 1.360 5.458 M0 = 21.880
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On aurait une bonné verticale par: 12.170, 8.522, 1.402, 5.440, 346
== 27.880. Un moyen simp]e'd’étahlir dans les deux sens la compensation,

~ c’est-d-dire de constituer un semi-magique au second degré, consiste i

placer les divers compartiments du tableau comme le sont les vmo‘t—cmq
premiers nombres dans un carré de 5 de cote fait par la méthode des
indices. |

“

Carré semi-magique a deux degrés,

1157 [ 149 19 | 142 38 | 76 102 | 57 109
13169 | 151 21 [ 132 28 | 68 94 | 61 113
Carr¢ de 5 (guide). 141 37 70 96 58 105 6162 | 155 95
1 95 20 14 17 133 28 74 100 65 117 8 164 | 145 15
19 12 6 3 2 ' i ' ‘
. 58 110 12 168 {154 2% | 135 31 66 92
8 5 2% 17 11 - ‘
60 112 2 158 | 146 16 | 139 35 78 104
22 16 13 10 4 :
159 2 21 18 48 18 | 131 27 9T | (64416 |- 11 167
152 22 | 143 39 73 99 54 106 3 159
77 103 | 63 115 161 | 144 14 | 136 32
67 93 55 107 9165 | 156 26 | 138 34

La recherche des diagonales donnant la seconde constante 100.130
s'effectue comme nous I'avons mentionné dans des communications pré-
cédentes relatives 4 la construction du carré de 8 lor:que les diagonales
sont formnées de couples égaux.

Il faut les chercher dans cinq compartiments faisant parlie de bandes
différentes et mettre en quadrangle les quatre nombres de chacun’ de ces
cing compartiments. Le carré U (voir lappendlce) a pour l'unc des
diagonales : ' |

32 138= 830
20.068 = 100.130 -

18 152
23.428

12 158
25.108

902 68 53 17
15.028  16.498

Au fer degré:
Au 20 degré:

"Lautre diagonale prise dans les mémes compartiments est composée de :

2 168 22 148 34 136 = 850
28,228 22,383 19.652 = 100.130"

% 94 65 105
14612 15.250

Au fer degré:
Au 2e degré: .

La figure V est un second carré de 10; fait avec les mémes comparti-
ments, mais en se guidant sur un autre carré des-nombres de 1 & 25,
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Les diagonales sont :

2 {68 922 148 37 183 58 112 18 92 = 850
28.223 99.388 19.058 15.908 14.548 = 100.130

et : o '
' 12 158 18 152 29 141 60 110 66 104 = 850

©25.108 -23.428 -20.722 15.700 15.172 = 100.130

CARRE DE 14
Les autres impairement pairs s’obtiennent en se basant sur les mémes
principes. Celui désigné par lalettre Z & 1’ appcndlce est & quatorze cellules
de coté ; pour sa construclion, on a employé les nombres d'un carré de 13
aprés en avoir retranché les deux médianes :

{ 2 3 4 5 6 7 9 10 11 12 13 1% 5= 112
0 15 30 45 60 75 90 120 135 150 165 180 195 210 =1.470

Il a été construit par M. Pfeffermann dans les premiers jours du mois
d’avril 1894. -

_EGALITES A CINQ DEGRES

Depuis que P'on s’occupe des figures magiques & double solution, 1l a été
plusieurs fois mentionné que des lignes el plus particulierement des
médianes et des diagonales de carrés présentaient une troisiéme égalité.
Tl en est ainsi lorsque les lignes éfant composées de couples égaux, la
somme des produits des termes accouplés est la méme dans les deux
membres de I'égalité. Les Tabletles du Chercheur ont publié des carrés
présentant cing égalités dans quelques-unes de leurs lignes, L’auteur,
M: Huber, se sert de deux formules suivant qu’il s’agit de couples dont
‘les'termes sont ou ne sont pas de méme parité.

D’une maniére ncm.rale quand déja les produils des termes accouples
assurent, comme nous venons de le rappeler, la 2¢ et la 3¢ égalité, on a
la 4° et aussi la 5° si, avec les carrés de ces mémes produils, on a des
sommes égales. Voici les produits de couples égaux 4 63 et les carrés de
ces prodmts

4o 9.3><42+49><45:1,840 - . 1697032(4A)
% 32 %< 33 4 16 X 49 = 1,840 | sommes d(ées carrés \ 41729732 (B)
30 "21 X 44 + 12 X 53 = 1,560 ces produits 1258272 (C)

1,560 1225512 (D)

§o. 18 3 47 - 14 X 51

Les différcnces B — A et C — D étant égales (32.760), il en résulte que
“les quantités B + D et A 4 C le sont aussi.
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En se reportant aux couples, on" a donc deux égalités, 4 cing degres
qui petvent étre les diagonales d un carré de 8=

21+4¢+1’>+53+23+.4 +19+«£b_3?+33+16+5-9+18+47-{-15—|—al

APPENDICE

- Carrés de 4, composés dé nombres non consécutifs ne pouvant étre mis en table d’addition.

N .o 0 P CQ R
tho 619 || 120 2 6 7).l + 32 8| 1 2 5 53 54 7 3 36
17 14 2 3 1 8 1L 15 12 15 4 H A6 43 5 14 37 12 42 9
T 416 9 | 912 4 10 10 1 6 9 42 31 29 .6 5 18 28 49
M 812 5 5 13 14 3 13 T 2 14 19 32 2 % 4 63 27 6
REMARQUE. — Le carré Q pourrait recevoir une enceinte de 10 couples égaux ehacun & H4.
Exemple: 17 3 47 33 44 18. avec variantes 34-41=20-130 44 41=154-30
17T 4 A1 26 38 36 . B 41—[—38_3&—]—45 26-}-38 =30+ 34

Carrés de 5 en nombres non consécutifs ne pouvant étre faits par enceinte.

o 9, 27 28 30| || 4 8 43 49 2 11 13 39 3¢ 14 313 8 3 2.
s 13 4 % 0 27 33 14 11 98 9 18 27 2. 23 10 21 5 15
3% 29 23 18 6 s 12 25 38 3| || 35 48 20 176 |||l 25 26 14 6 9.
15 43. 8 40 5 5 36 17 23 4 || || 12 2623 30 22 18 29 7 2 4
1 16 20 20 45 2 42 7 1 46 9% 17 10 19 40 " o2 2% 12 3t

ra

Développement des qaatre. faces latérales du cube, quatre carrés diaboliques comme.les
sept supposés horizontaux, -

P

e g

205 146 31 266 151 85 320 34 91 141 149. 206 263 '35 143 200 317 89 148 147 90 33 319 262 208
42 270 155 96 324 216 101 158 215 272 329 36 03 159 267 39 105 213 328 271 214 157 100 %2 42
166 51.33 220 112 46 274 331 45 53 110 167 224 832 55163 278 43 109 52 44 330 230 223 166
339 231 116 1 985 170 62 119 169 226 283 340 5 113 228 343 59 174 282 225 518 61 4 339
(20 12 980 181 66 301 235 202 300 16 64 121 178 293 9 124 232 208 70 13 209 291 234 177 120

251 185. 77 305 239 131 16 73 130 187 244 252 302 74 189 248 20 128 243 186 120 T2 15 308 25
1.:._,'-'»:;",!;?__'.,,“91 309 201 135 27 255 196 197 254 311 25 82 139 198 313 78 193 959 24 310 252 203 195 138 81

L
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Traduction numérique du paradigme S

' (magique aux deux premiers degrés).

Traduction numérique du paradigme T
& neuf compartiments égaux

-

(maéiquc aux deux premiers degrés),

T4

12

A

53 18 37 33 22 68 61 2 75 70 59 75 | 53 28 42 | 11 9 22
2% 61 17 1 7 39 32 63 52 126 15 | 65 76 63 | 32 48 43
159 51 79 66 28 20 13 44 9 49 38 36 | 5 16 21 | 80 69 5
AL 5T 4 2770 35 46 TT 42 )
T2 3456 76 4 6 26 48 10 B 3% | T8 626 A8l
33 69 62 56 16 3 31 23 c% oL 3 18 20 4 5T 79 68
30 1 30 43 8 8L 6 15 58 ~
S | 27 13 2 | 6L 66 77 | 46 44 33
T8 2114 60 49 45 G4 29
) - - 30 3% 50 | 19 6 17 | 67 56 81
60 7371 | 40.54 29 7 23 12
5
U, — 1er exemple de carré de 10 Y. — 2¢ exemple de carré de 10
(magique aux deux premicrs degrés) (magique aux deux premiers degrés)
53 6 155 141 96. | 70 37 2 162 105 2 34 17 74 146 | 16 100 - 65 138 158
132 68 6L 13 20 | 151 .469 113 9% 28 55 22 103 131 8 | 164 27 77 152 107
9 156 138 67.107 | 55 93 34 26 165 M O157 37 155 57 | 1090 25 141 1. 97
3Bk 3 152 39 | 143 22 159 106 99 146 102 161 58 142 | 38 110 5 76 14
146 139 78- 60 158 2 112 104 35 16 139 106 21 3 78 | 104 159 151 54 3
154 135 66 58 168 | 12 110 92 31 2% 135 116 19 11 66 | 92 167 149 64 M
6 U uS 27 | 131 18 167 116 97 156 94 165 60 132 | 28 112 9 68 2%
5 144 136 77T 115 | 63 103 32 14 161 73169 20 145 61 | 113 15 133 13 ‘90 ||
142 76 57 4 19 | 149 157 109 102 38 63 18 93 143 6 [ 162 39 67 148 1kﬂiﬁ*i-
65 -8 146 133 100 29 115 164 17 32 106 70 15 | 2 96 53 AW |




10 54
11 55
18 52
19 63
22 66
63 107

e
Lol
==L L 1
AN
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"Z. — Carré de 14, magique aux deux premiers degrés.

-Composé le 8 avril 1894, — Con§téntes : 1.582 et -242.046. .

163 166 182 7 2 101 147 | 139 95 20 9 19 180 153
37 220 206 132 88 6L 47 | 59 T T8 120 200 216 39
2713 6 62 52 0.2 | 25 % 56 Te 90 123 199
767 55 40 222 208 121 | 135 198 24 B 51 69 89
56 42 223 196 122 82 70 | 66 8 13% 210 213 3% 50
o1t 197 127 8 T 5T 43 | 33 49 65 8L 129 209 2%
30 86 T2 58 3L 202 202 | 206 2% 45 48 G 80 126
Q00 146 162 178 181 2 22 | 2% 16 195 163 156 140 96
117 9T 145 161 17T 193 | 183 169 155 141 99 29 15
176 192 13- 16 92 142 160 | 136 136 108 30 - 3 184 170
197 157 1 191 12 8 90| 105 18 & 185 171 150 149
o7 103 136 152 172 190 ‘11 5 186 176 164 150 93 19
187 10 26 102 148 151 6T | 110 165 138 04 20 6 189
S 4G 32 27T 205 181 87 | 79 125 201 29 «kb 00 63

Quelques exemples de couples donnant égalité & cing degrés :

26 39
18 47
20 52
15 49
16 50
23 57

16 49
9 56
20 ot

- - -

7 47
18 48
25 99
26 56
29 59
70 100

23

19

31
27
28
35
36
39
80

2 20
% 1T
50 27

37 287

3/ 29
40 36
46 37
19 40
90 81

5

-~
7 s}

%

o

3
3

-1 =

e
&=

URURURURURTRUNINT

45,
&

oo
= QL

30
26
2

9
10
17
18
21

35
39

-

29
55
56
63
64
67

62 108-

17
13,
99

i

20

21

21 44

14 o1
40 4
19 4
20 46
27 93
28 54
31 57

T2 98

19
12
24
21
22
29
30
33
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GEOMETRIE GENERALE — LES DROITES ET LES PLANS (*)
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— Sdance du 10 aoiit 1895 —

LES FIGURES DE MOUCHOT

232. — Nous avons appelé ligne.droite le lieu géométrique des points
dont les composantes positive et négative sont les pomts homologues de
deux figures inversement semblables. Celte définition ne peut sapphquer
quaux droites particuliéres situées dans des plans réels, puisque la repré-
sentatlon du- point par “ses composantes isofropes n’a pas de sens dans

I’espace.
~ Avant d’ahorder lespace il faut done chercher une autre deﬁmtlon de
la droite. La marche suivante est tout indiquée :.

Represcnter les points de la droite du plan réel par ses composantes
origine et terme, examiner les propriétés des figures formées par ces
composantes et choisir celle d’ enlre elles qui se préte le mieux a la gene-
ralisation. _ ‘ .

Soient A, B les composantes origine et terme d’un point de la dmlte
et B le symétrique de B par rapport 4 A. Dans la représentation de
M. Mouchot, B et B’ sont la premiére et la seconde composantes du point.
Dans le plan de la droite, faisons tourner le segment BB’ autour de la

. , LT :
‘composanle origine A d’un angle égal 3 = ; B et B’ viendront occuper les

positions des composantes positive et négative du point AB.

Ainsi, lorsqu’un point décrit une droite dans le plan réel, les compo-
santes de M, Mouchot décrivent deux figures qui se correspondent point &
point de telle maniére que, si Fon fait tourner d’un angle droit autour de
son point milien chague segment qui relie deux points homologues, ces -
deux points viennent occuper respectivement les posmons homolo“ues de
deux figures inversement semblables,

(*) Suite du mémoire inséré au C, R. du Congrés de Besancon, 1893, p. 217.
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- Le point double et les axes de pseudo-syméti‘ie. des deux figures inver-
sement semhlables seront appelés le centre et les axes du systéme des deux
figures de M. Mouchot. " . -

. 2383. — Les figures de M Mouchot possédent de nombreuses proprlétes
En voici un dizain : :

I. — Un systéme de deux figures de Mouchot est determme quand on
donne deux couples de points homologues, AA’ et BB, 4 la condilion
toutefois que les droites AB et A’B" ne soient pas paralleles (“ |

I[. — Dans tout triangle qui a pour sommets le cenlre O du systeme et
deux points homologues P et P’, le rapport de la somme des carrés des
distinces OP et OP” & la surface du trlancrle OPP’ est un nombre constant.

III. — Les droiles qui joignent le cenire 2 deux points homologues sont
deux deml-dla.metres conjugués d’une ellipse, dont le centre et les axes
sont le cenlre et les axes du systéme. Le rapport de la somme & la diffé-
rence des axes de cette ellipse est égal au rapport de similitude des deux
figures inversement semblables liées au sysiéme. . ‘ ‘ '

IV. — Deux triangles dont les Sommets correspondants sont des points
homologues, peuvent toujours étre projetés sur un plan suivant deux
triangles égaux, dont les cOtés correspondants sont perpend:culalres.

V. — Deux figures- de Mouchot sont deux figures affines, c’est-a-dire
deux ficures homographiques dans lesquelles les droites & I'infini se corres-
pondent. ' '

Les figures de Mouchot poacsedent donc toutes les proprletcs des figures
affines ; je mentionnerai seulement la suivante, parce qu’elle ne parait
pas avoir ét¢ remarquee.

Considérons les figures directement semblables qui ont pour lignes
homologues les segments joignant deux points homologues de deux figures
affines. |

Dans toutes ces ﬂo’ures il existe une infinité de points homolo«rues en
ligne droite ; ces droiles tournent autour d’un point fixe. |
. Dans les figures de Mouchot, ce point fixe est le centre du systéme.

VI. — Reux figures de Mouchot sont projetées sur un plan quelconque
suivant deux figures de Mouchot.

Celte propriété projective est remarquable. .

VII. — A une ligne quelconque o, de Ja premiére figure correspond une
ligne o, dans la seconde; & la ligne ¢,, considérée dans la premiére figure,-
correspond la ligne ¢, de la seconde; & la ligne ¢, de la premiére figure

(*) Si les deux droiles AB et A’B’ étaient paralleles, le systéme des deux figures de Mouchol se
réduirait & deux droites paralleles, et les deux figures inversement semblables lies au systeme
seraient inversement égales. En d'autres termes:

Si deux sommets opposés d'un carré de grandewr variable décrivent des figures inversement égales,
les dewx autres sommels glissent sur deuw droites paralléles, et réciproquement,
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correspond la ligne ¢, de la seconde; enfin & la ligne o, de la premiére
correspond la ligne o,.

La ligne ¢; se confond avec la-ligne o, et les lignes o, et o, sont eﬂales
et homothétiques, ajnsi que les lignes o, et o,. .

- VIII. — Soient OX et 0OY deux semi-droites fixes. Par un point quel-
congque P menons la semi-droite parallele de méme sens & OY, et soit A son
point d’intersection avec OX. Sur la semi-droite OY prenons le segment
“OA’ égal & OA, puis menons par le point A’ une semi-droite paralidle de
sens contraire &.0X, et délerminons sur cette paralltle le segment A’P’
égala AP. A chaque point P du plan faisons correspondre de Ia maniére
indiquée un point P, s

Les points P et P sont les points ]1om0100*ues de deux figures de
Mouchot. : ‘ .

C'est cette propriété que M. Mouchot a choisie pour définir la ligne
droite. -

IX. — Deux systémes de Mouchot ont en commun un couple de points
homologues et un seul.

En par tlcuher, sur une droite quelconque du plan du systéme se trouve
un éouple de points homologues et un seul. A chague droite du plan
correspond de la sorte un couple de points homologues, et par suite un
point et un seul dans les denx figures de Mouchot™ et les deux i igures
inversement semblables liées au systéme. Réciproquement a chaque point
de 'une quelconque de.ces quatre figures correspond dans le plan une
droite et une seule. -

X. — Par un point quelconque du plan menons quatre droites, puis
construisons les quatre points qui correspondent a ces droites dans 1'une
ou P'autre des figures inversement semblables.

Les quatre poinis sont situés sur une circonférence, et le rapport
anharmonique de ce quaterne de poinis est égal au 1a.pport anharmonique
du faiscean des,quatre droites correspondantes.

+

LES DROITES DE PREMIERE ESPECE

234. — Les droiles de premiére espece sont celles qui sont situées dans
un plan réel. '

* Nous avons rencontré trois droites différentes de premitre -espice ; pour
les distinguer, nous leur donnerons trois noms différents.

La droite radiée est celle qui posséde un point propre réel et un seul.

La droite isotrope nest qu'une variété de la radiée; c’est la droite
isorectangle de M. Mouchot. '

La droite disjointe est celle qui posséde aussi un seul point réel, mais
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situé & Vinfini. Les lieux geometrlques des composantes origines et des
- composantes -lermes de tous les poinls d’ une d18}01nte sont deux droites

paralleles que nous appellerons directrices. | .

- La droite conjointe est celle qui a une infinité de points reela, 51tues

Sur une ligne droite, Celte droite Péelle’ est le lieu géomsétrique des com-
posantes origines et termes de tous les points de la conjointe. Dans la
conjointe, les deux directrices, origine et terme, sont superposées.

- Pour faire disparaitre le mot imaginaire de la géométrie générale, nous
" dirons quun point est disjaint ow conjoint, suivant ci-uel'.ses composa.ntes'
sont séparées ou superposées, . - -

L’appellation de reel sera réservée aux figures de Ia géomeétrie ordi- |
* naire. Ainsi, le point réel, la droite réelle et le -plan réel désw'neront le
point, la dr01te et le plan de la géométrie ordma]re.

- 235. — Be_prés_eﬁtons tous les points d’une Tadiée par ses composanfes -

_de Mouchot. Les couples de ces composantes sont des couples de points
homologues de deux figures de Mouchot. En vertu de 1a proposition du VI
du dizain, le systéme de ces deux ﬁo'ures est prOJete sur un plan quel-
conque -suivant un autre systéme de Mouchot, qui représente une radiée
dans le plan de pro;ectlon si toutefoxs le plan de projection n’est pas per-
pendiculaire au plan de la figure. : ' -

Appelons projection d’'un point AB sur un plan réel, 1é point A'B dont
les composantes origine et terme, A’ et B, sont les projections des com-
posantes origine et terme, A et B, du point AB.

La propriété rappelée peut s'énoncer sous cette forme :

TutorimE., — Le licu géométrique des projeclions sur un plan réel
de tous points dwze droite de premiére espece est une dfrozte de premiére
_espece. -

-

' 236. — Dans le plan de la -droite,- dcplaqons les deux ﬁO'ures inver-
sement semblables, déterminées par les composantes 1sotr0pes des pomts
de la droite, par deux trans]allons paralléles de méme grandeur et de
directions opposees. '

~ Les composantes origines ne chanoeront pas de position, mais la ﬁﬂure.
des composantes termes sera déplacée par une translation égale aux pt 606~
“dentes, mais de sens perpendiculaire., Donc : o '

. THEOREME. ~— Lorsqué, dans le plan d’une droite de premiére espéce
AA'BB’, on meéne par les composantes termes A’, B, ... des segmenls
A'A”, BB, ... égauzx et paralléles de méme sens, le liew des points
AA", BB", ... est une seconde droite AA"BB" paralléle a la pre- '
miere AA'BB’. ' . R "
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LES DROITES DE SECONDE ESPECE

237. — On appelle droites de seconde espéce celles qui ne peuvent pas
dtre situées dans un plan réel.

Par les composantes' termes A’y B’ ... d’une dr01te radiée AA'BB’
menons; en dehors du plan de la.radide, des segmenis A’A", B'B’,
égaux et paralléles de méme sens. Par définition, nous appellerons droite
congruente le lieu géométrique des points AA", BB” ..

Toutes les droites de seconde espice sont ‘des congruentes.

‘Deux points d'une congruente me sonl jamais situés dans un méme
plan’ réel. Par deux points non situés dans un méme plan réel, on peut
toujours faire passer une congruente et une seule.

Le lieu géométrique ‘des composantes origines des pomts d'une con-
gruente est un plan, et le lieu géométrique des composantes termes un
autre plan paralléle au premier. Ces deux plans sont les plans directeurs
de la congruente. - ' .

La projection d’'une congruen!e Sur un plafn, réel est une radiée ou une
disjointe. C’est une disjointe dans le cas particulier ot le plan de projection
est perpendiculaire aux plans directeurs de la congruente.

Les composantes origine cf lerme des poinis d'une congruente sont les
points homologues de deux figures affines, situées respectivement dans les
plans directeurs origine et terme. La droite a Uinfini, intersection des jnlcms
directeurs, est un élément commun auz deuz figures affines.

La droite congruente est identique  la droite générale de M. Molenbroch
(N. A. M., 1891, p. 434). Cest par une étude sur les quaternions de
Hamilton, que M. Molenbroch est parvenu aux résultats exposés par
Laguerre, en 1872, dans les Nouvelles Annales de Mathématigues.

238. — Deux figures affines, situées dans des plans différents et dont
la droite d’intersection est un élément correspondant commun, sans que
les points de cette droite se correspondent i eux-mémes, engendrent une
congfuence <dinéaire ; toule droite, qui joint deux points homologues des
deux plans, fait partie de la congruence (Reye). En conséquence :

TutoreMe. — Le liew géoméirique des supports des poinis d'une con-
gruente est une congruence linéaire. '

CoroLLAIRE. —. Parmi les supports des poinls d'une congrueme iy en
a un el un seul passant par un point réel quelconque, et également un et
“un seul situé dans un plan réel quelconque.
Ainsi, un plan réel quelconque coupe toujours une congruente en -un
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pomL et en un seult -les composantes projectives (orlo'me et terme) de ce
point sont les intersections des plans directeurs avec la droite de la, con-
gruence linéaire située dans le plan spcant

239. — Dans Vétude des propriétés métriques des figures de I'espace,
- on constate l'existence de congruentes telles que la distance de deux quel-
conques de leurs points est nulle; ce sont des droites isotropes de seconde
espéce. | |

En résumé, en géométrie générale on rencontre six drontes dlﬂ‘erentes,
dont voici la nomenclature : ' |

1° Les conjointes .
~ 2° Les disjointes.
-3 Les radices. . . . . .
~4° Les isolropes radiées. .
39 Les congruentes. . . . . °
ge Les isotropes congruentes .

Droites de premiére espece.

Droites de seconde esptce.

LES PLANS

240. — Nous nommerons plan tout liew ‘géométrique de points, AUTRE
QUE L’ESPACE, qui est. tel- quune droite quelconque y est contenue tout
entiere, si elle passé par deuz de ses poinls. |

Celte définition, qui assujettit le plan a une infinité de conditions,
peut-élre incompatibles, doit étre justifiée comme un véritable théoréme.

La proposition suivante justifie notre-définition. |

2441. — Tutorime. — Le liew géomélrique des points projetés sur un
plan, réel, suivant une droite donnée, est un plan.

. Soient A et B deux points quelconques du lien géométrique; les pro-
jections de ces deux points sont deux points A’ et B’ de la droile donnée.
La projection de la droite’ AB est évidemment la droite A'B'". Par consé-
quent, tout point de la droite AB est projeté suivant un point de la droite
donnée AR, et appartient au Lieu 0°<Jomel;r1que. '

Dans le cas particulier ott les deux points A" et B’ se confondent on voit
immédiatement que la droite AB est une disjointe ou une conjointe, con-
tenue tout entiere dans le lieu. ,

‘Le lieu géométrique considéré est donc un plan.

Nous dirons que ce plan est conjoint, disjoint, radié, isotrope, suivant
que la droite A'B’ est elle-méme conjointe, disjointe, radiée, isofrope.

Le plan radié, non isotrope ou isotrope, posséde une infinité de points
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conjoints dont le lieu géométrique est une droite que nous appellerons
azxe. . | E ' \

A chaque point réel de l'espace, considéré comme composante origine
ou terme d’un point du plan radié, correspond une infinité de compo-
santes termes ou origines, dont le lieu géomélrique est une droite paral-
léle & I’'axe. Notre plan radié est identique au plan radié de M. Mouchot et -
au plan général de M. Molenbroch.

Dans le plan disjoint, les lieux géométriques des composantes origines
et termes des points du plan sont des plans paralléles que nous nomme-
rons directeurs. Le plan disjoint ne posséde pas de point conjoinl propre;
tous ses points conjoints sonl situés & l'infini, sur la droite d’'intersection
des plans directeurs. . _ '

Le plan conjomnt posséde une infinilé ‘de points conjoinis dont le licu
est un plan. Dans le plan conjoint les deux plans directeurs sont super-
posés. | ’ |

-

242. — TutoriMe. — Par trois points quelconques A, B, C, non silués
en ligne droite, on peut towjours faire passer un plan.,

Menons un plan réel qui coupe les deux droites AB et AC, ce qui est
toujours possible. Soient B’ et C', les points d'intérseclion. Le plan qui
passerait‘pa.r les trois points A, B, C passerait également par les trois .
points A, B, ¢/, et réciproquement. Cette remarque permet de ramener
lé théoréme au cas ou les droites AB, AC, BC sont toutes trois de premiére
espice. .

Si ces trois droiles sont situées dans un méme plan réel, elles appar-
tiennent & un méme plan conjoint.

Si deux de ces droites sont disjointes, I'on voit immédiatement qu’on,
peut faire passer un plan disjoint par les trois points A, B, C.

Ces deux.cas ¢liminés, le probléme revient & mener un plan par trois
points A, B, C non en ligne droite, dont deux sont conjoints, A et B, et
le troisieme C disjoint.

Projetons ces trois points sur un plan réel perpendiculaire i la droite
réelle gui passe par les poinis A et B. Les prdjections des points A et B
. se confondent en un seul point conjoint A" et la projection du point C
est un point disjoint C.. Le lieu géométrique des points projelés suivant
la radiée A'CY est un plan qui passe par les (rois points A, B, C.

Ainsi par trois points quelconques, non situés en ligne droite, on peut
toujours faire passer un plan soit radié, soit disjoint ou conjoint.

Il n’est pas encore permis d’aflirmer que ces trois formes de plan
composent le groupe entier des plans de l'espace ; car nous n’avons pas
démontré qu’il est impossible de mener un autre plan par les points
A, B, C, | | '
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'243. — Par trois points A, B, C non situés en ligne droite, on ne peut
- faire passer -qu'un seul plan. :

Supposons qu’il soit possible de mener par ces trois points un second
plan qui ne coinciderait pas avec le premier, et soit O un pomt du second
plan n’appartenant pas au premier.

Nous péuvons toujours mener par le point O une infinité de plans
réels coupant les droités AB et AC. Considérons 'un quelconque de ces °
plans réels, et soient P,  les points d’intersection de ce plan avec les
droites AB, AC. La droite PQ et le point O, qui parhypothése n’appar-
tient pas & cette droite, feraient partie du second plan ; de plus, en vertu
‘de notre définition du plan; toute droite qui passe par le point O et un
point quelconque de la droite PQ serait aussi contenue dans le -second
plan. On conclut de 13 que le second. plan contiendrait lous les points
situés dans le plan réel considéré, et dans une infinité d’autres.

_L'e second plan ABC renfermerait alors tous les peints de l’espacé, lieu
que nous avons eu bien soin d’exclure dela définition du plan,

Le théortme est donc démontré. |

244. — Un plan quelcongque de la Géomélrie générale est nécessaire-
ment radié, ou disjoini, ow conjoint. '

Tout plan de la Géoméirie générale peul étre pmjcte sur un plan réel
sutvant une ligne droite. -

Le liew géométrique des points communs & deux plans qui passent par
les points A et B est la droite AB.

. Un plan est déterminé :

1° Par trois points non situés en ligne droife;

2° Par une droite et un point extérieur a cetie ligne;

3° Par deux droites qui se coupent.

245.. — On démontre que toutes les propriélés descriptives, métriques
et angulaires des figures situées dans le plan réel -subsistent pour les
figures contenues dans les divers plans de la Géométrie générale, excep-
tion faite du plan radié¢ particulier que nous avons appelé 1sotrope.

En effét, dans la Géométrie du plan isotrope :

1o Dewax droites quelconques se coupent sous un angle égal a zcro;

20 Lz liew des points- également distants d'un point donné est un- systéme
de deux droites ; | |

3° Dans fout {riangle un coté quelconque est é Jal a la somme ow @ la
différence des deux autres.

Ces propriétés singuliéres, trouvées par la Geometme générale, ont été
démontrées ensuite par I'analyse. (Voir ' Intermédiaire des Mathématiciens,
tome I, p. 168.) '
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'246. — TutortMe. — Deux plans, «et B, ont en commun une infinité
_de points ow aucun. '
Premier cas. — L’un et Pautre plan est disjoint ou” conjoint,

Si les couples de plans directéurs ne sont pas paralléles, on peut mener
une infinité de plans réels qui rencontrent les plans « et § suivant deux
droites, disjointes ou conjointes, qui se coupent en un point commun
aux plans « et 8. .

Si les couples de plans directeurs sont paralléles, les deux plans 2 et B
n’ont aucun point commun. '

. Deuxieme cas. — L'un des plans est radié et 'autre disjoint ou
conjoint.

Tout plan réel qui rencontre Paxe du plan radié et les directeurs du
plan disjoint ou conjoint, coupe ces deux plans suivant une radiée et une
~disjointe ou conjointe. Une radiée et une disjointe ou conjointe, situées
dans un méme plan réel, ont toujours un point propre commun. Par
conséquent, les plans « et § ont une infinité de points communs.

Troisiéme cas. — Les plans « et $ sont tous deux radiés.

Si les axes des plans ne sont pas paralldles, tout plan réel oblique &
I'un des axes et paralldle & I'autre rencontre les deux plans suivant deux
droites, une radiée et une disjointe ou conjointe, qui ont toujours un
point commun.

- Si les axes sont pa,ralldes projetons les deux plans sur un plan réel
perpendiculaire aux deux axes. Les projections des plans sont deux radiées,
sécantes ou paralleles; suivant que I'un ou Pautre cas se présente, les
plans « e, § ont en commun tous les points d’une droife disjointe ou ..
conjointe, ou n’dnt aucun point commun, f'

Deux plans qui oné un point commun ont une droite commune. b

Deux plans distincts ne peuvent offrir que deux positions relatives :

1° Ils ont en commun une droite unique; on dit alors qw’ils se
coupent. - _

20 Tls n’ont aucun point commun ; on dit alors qu’ils sont paralléles. .

PLANS ET DROITES PARALLBLES.

247. — TutoriMe. — Par un point A extériewr & un plan =, on peut’
lowjours mener un plan paraliéle ¢ ce plan, el I'on w'en peut mener quun
seul. ' ‘

Si le plan = est disjoint ou conjoint, tous les plans qui lui sont paral-
leles sont disjoints ou conjoints, et ont leurs plans directeurs paralléles
aux plans directeurs du plan = ; autrement, les plans rencontreraient le
plan =. Par conséquent, par le point A on peut mener un plan- et un seul
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paralléle au plan n; ce plan parallele a pou1 plans directeurs, origine et
- terme, les plans reels paralleéles aux plans directeurs de = et passanl: res--
pectivement par les composantes origine et terme du point A
Si le plan.w est radié, tous les plans qui lui sont paralleles sont radiés
‘et ont leurs axes paralleles 4 Iaxe du plan = ; de plus, leurs projections.
sur un plan réel perpendlculalre aux axes sont nécessairement des droites
paralicles. 1l suit de 1a que, par le point A, on peut mener un plan et un
séul paralltle au plan #. Projétons le point A sur un plan réel perpen-
diculaire & I'axe de =, et soient PQ et A’ les projections du plan =-et du
“point A. Dans' le.plan de projection, ménons par le point A’ la- parallele
- & la droite PQ; le p]an détermme par cette parallelé et le pdint A -esl
paralléle au plan =, |

Cororramre 1. — Deux plans paralléles pewvent toujours étre projetés .
sur un plan réel suivant deux droites paralléles.
Il faut et il suffit que le plan réel soit perpendlculzure aux axes ou aux’
'plans dlrecteurs des deux plans parali¢les.

ConoLLAIRE 2..— Si deux plans sont paralléles : fl° tout plan qui coupc'
le premier coupe le second; 2° tout plan paralléle aw premier est pcw allele
au second ou coincide avec le second. -

-

248. ;_'Lors'q‘u’u'ne decité v’ aucun point commun avec. un plan, on
dit.que la droite et le plan sont paralléles.

" TutoriME. — Si.deux plans sont paralleles: 4° toute droile’ qui coupe
. le prenver ooupe le second; 2° {loule droite pas alléle aw pr emze) plan esi
> paralléle au second - . : .
" . Projetons les deux plans paralléles sur.un plan réel tel que les pxojec— :
~ tions de- ces plans soient deux droites paralleles. .
On démontre {rés facilement qu une droite quelconque de I'espace
- coupe les deux plans paralleles ou est paralléle & chacun d’eux, snivant

(ue sa prOJectlon sur le plan réel coupe les prolectlons des deu\ plans'
-ou est parallele a ces deux- drmtes ~

+

249. — THEORENE. Si, par un- point A extérieur i un pl(m =, ON
méne des droites par alleles & ce plan, le liew de ces paralléles est le plan =’
ﬂmene par le point A parallélement auw plan =.

- & - Toutes les droites paralléles au p]an =, menées par le point A, sont
snuees dans le second plan parallele ="; car; si-'une del]es coupalt le
- second plan = en un point A, elle couperait -aussi le premier. plan =,

Et, réciproquement, toute droite du second plan qui passe parle point A .
est parallele au premier; car, si elle coupalt le premier plan elle cou-
~ perait aussi le second

' ,'.

13%
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250. — Deux droites sont dites paralléles lorsqu elles sont sifuées dans
un méme plan et ne se coupent pas.

" De cette définition on déduit 1rnmédla,tement les propositions sui-

vanies :

TutoriMe. — Quand deuax plans paralléles sont coupés par un (roisiéme,
les intersections sont des droites paralléles. |

Cononmmv — Par un point donné on peut toujom s mener une pm allele
. @ une droite donnée. ' ‘

Il suffit de conduire par la droite donnée un plan = qui ne passe pas-
par le point donné, puis de mener par le point donné un plan = paral-
jele au plan =. Le plan déterminé par le point donné et la droite donnée
coupera le plan =’ suivant une droite, qui passera par le point donné et
“sera parallele & la droite donnée. | ' |

251. — TutoREME..— Si, par une droite paralléle & un plan, on mene
un second plan qui -coupe le premier, Uintersection des deux plans est une
droite paralléle @ la droite donnée. | '

COROLLAIRE. — Par un point donné on peut mener une infinité de plans
paralléles ¢ une droite donnéé. -

Par le point donné menons une parallé]e 4 la droite donnée. Tous les
planq qui passent par celte pamlléle n'ont aucun point commun avec la
drmte donnée, et par consequent lui sont paralléles

252. — THEOREME. — Par un pomt donné on ne peut mener qu'une
seule paralléle & une drotte donnée.

Par la d101te donnée condmsons deux plans quelconques, P et Q, et
par le pomt donné A menons les deux plans P’ et ()’ qui sont respectl\'o-
ment paralléles aux plans P et Q. Les plans P’ el Q" se coupent suivant
une droite AB; car, s'ils coincidaient, par un point quelconque de la’
droite donnée on pourrait mener deux plans distincts, P- et Q, paralléles a
un méme plan. -Le lieu géométrique des paralleles menées par le point A
a toutes les droites du plan P est le planP’. Par conséquent, toute paral-
~ lele 4 la droite donnée, menée par le point A, est.contenue dans le plan P,
- On démontrerait de méme qu’elle est aussi contenue dans le plan Q.

" Done, de toutes les droites que I'on peut mener par le poilit donné, _
Tintersection AB des plans P’ et Q" est la seule qui puisse étre paralléle a
la droite donnée ; et la droite AB est nécessairement parallélé a la droite
“donnée, antrement il ne serait.pas. toujours possible de mener par un
~ point donné une paralléle & une droite donnée.

Le théoreme est.démontré,
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253. — TutomeME., — SF cleuw droites sont paralléles, iout plan quz
- coupe lwze coupe Uautre. . -

Le plan sécant coupe le plan des deux droites paralléles suivant une
troisiéme droite, qui caupe 'une des droites données et, par conséquent,
Fautre ; autrement, dans le plan on pourrait mener par un point donné
~deux dr01tes qui ne rencontrent pas une droite donnée, cest—a—dlre deux

paralleles & une droite donnée, o

Corortae 1. — -Si deus droites. sont par alleles tout plam qui’ contzefnt

la premiere ou qui lui est paralléle contient la seconde ou lui est paralléle.
Sl w'en était pas ainsi, le plan couperalt la seconde droite” et par
consaquenl: la premlére. . -

COBOLLAIRE 2. — Lmte:sectton de deux plcms pa? ‘alleles a une méme
droite est pa/mllele @ cette droite.

Eu effet, si par un-point commun aux deux plans on mene la paralléle
- & la droite donmee, cette parailele appat tient nécessairement & chacun des
deux plans ; autrement, I'un de ces plans. couperalt cette parallele et, par
consequent la droite donnée.

. 254, — THEORL\IE L P(m un point donné on peut toujoms mener -
- une drowte pm alléle a deufc droites paralléles données.
Dabord, si.le point donné appartient au plan des deux paralléles don- .
‘nées, il est évident que la. paralltle menée par le point donné 4 I'une “des
'_-palalleles données est parallele & I'autre ; car si elle ne lui était pas paral- -
lole, elle la couperait en un point par. ]equel on’ pourlalt mener deux
| paralléles & une- méme droite. ‘ S S
Condulsons par le point donné les deux plans qui passent par les deux
_ pzualleles données. La droite d’intersection de ces deux plans est paralléle'
- .aux deux paralleles données; sans quoi, elle couperdit I'une des deux
paralleles en un point situé & la fois sur le plan conduit par autre paral-
leéle et le point donné, et sur le plan- des deux paralléles el: les deu\ |
| parallelcs se coupelalent en ce point.

255, — 'lqunwF — Deufn droites, A et B pamlleles @ une t?oz—
sieme C sont paralléles entre elles. . ' '- |

Par un point queléonque de la droite A menons la droite A’ parallele
aux deux droites paralleles B et C. Les droites A et A" coincident, puis-
qu’elles ont -un point commun et sont toutes deux paralieles 4 la droxte C.
Done, les drmtes Aet B sont parallelea entre elles (c. Q. F. 1))
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M. D-A. GRAVE

Professeur, & Saint- Pétershourg.

SUR UNE QUESTION DE TCHEBYCHEF [U10b]

— Séance du 10 aoiil 1894 —

Dans. une note lue l_e. 18 janvier 1853 a I’Académie i[i]périale des |
Sciences de Saint-Pétersbourg, sur la construction des cartes géogra-'
phigues, Tchébychef a ‘donné sans démonstration la proposition suivante :

« Daprés (*) la notatlon de Lagrange, le rapport d’agrandissement
sexpmme a1n51 D : '

\/[‘(u 4t \/__) Fi(uw —¢ \/_.1)

m =
2

et -+ e

ce qui donne :

‘ . . 1 . ’ ) - B . _: '
]g:ln — '62 lg F (u_l_ { \’/_1)—!— ]0‘ l*{(’lb — ! \/__) — ]“’ 6“ + e-—u

ol la partie posntwe composee des fonctions arbitraires, n’est owdemment
que I'intégrale de celle équation :

U . d*U
du* -4t o

-

."Donc les écarls du rapport d’agrandis‘seme-nt.dépendent des‘déviations'
.9 -

de la fonction’ ly —— = et de l 1ntc"rale de celte équation.

" Or, daprés le= propriétés remarquables de cetle équatlon on parvient

a‘reconnmtre que _le minimum de¢ déviation de son 1ntégrale de la

L] .

. . (2 ' 3 d bt » '
“fonction’ Ig m dans T'espace limité par une courbe quelconque ne

-

(*) GER’M.\-IK, T:ﬁ des projections des cartes géographiques, p. 5.
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'-peut avoir lieu, & inoins que Ta différence : |
et + ¢t
sur cette courbe n’ait consta.mment la méme valeur. » : '
_Le mémoire détaillé sur la construction deb cartes géographiques, promis |
par Tchébychef 4 la fin de la note, n'a pas paru jusqu’d present et per-
‘sonne, que je sache, n’avait encore donné la démonstralion de cette
_remarquable proposition de 'illustré savant: | o
. Les mémoires de Weber (*) et d’Eisenlohr (‘“) ont peu ° -de pomls-l
communs avec les CODQldBI‘atIODS de Tchebychef qumqu ‘ils traitent une
question analogue. L :
.. Ces.auteurs considérent la question du ‘caleul ordinaire des varlauons
' 1Is cherchent le minimum d’une intégrale double étendue sur une aire,”
limitée par un contour . quelconque la fonction sous. le signe intégrale,
dépendant du rapport d’agrandissement.
Clest la différence entre le maximum et le mmlmum de Ia fOI]Cthll

2 .

U—lg ———-—+ o
pour les valeurs do w ett limitées par le contour qu ‘il faut faue mini--
mum d’aprés Tchebychef - |

Il est bien remarquable qu'Eisenlohr alt obtenu un résultat semblable
& celui de Tchébychef, qumque la questlon qu il ait en vue smt tout & fait
~ différente.
" Je vais maintenant exposer les considérations qu1 demontlent 16 théo-
réme de Tchébychef. .

Les beaux travaux de C Neumann et d’ autres geometres sur I équatlon

. : -Au_.d_*u' d*v |

- : T dxr  ody*
font reconnaitre-les propositions éuivantes.. L 'l .

-Tutoréme I (*#¥). — La fonction v est définie par les conditions :©

1. D’étre finie, uniforme et continue avec ses dérivées & § intérieur d’'un
contour fermé G ; ‘ .

2. De salisfaire i lequallon Aw = 0: ST

(*) WeseRr, Ueber ein Prmcmp der Abbildung der The:te einer krummen Oberﬂache auf eine
. Ebene, 1867. (Jouwrn. v. Crelle, t. LXVIL.)
' ('*) EisexLoar, Ueber die Flichenabbildung, 1870. (Journ . Crelle, 1. L\\II)
2 12
(***) ScuwaRz, Zur Integration der partiellen Differential-Gleichung g‘; 4+ 94 = o. (Journal

(13 2
v. Crelle, t. LXXIV.} '
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Alors le maximum et e fninimum de loutes les valeurs, que la fonc-
tion recoit & I'intérieur et sur le contour C, peuvent avoir lieu seulement
pour les pomts du contour et jamais a son intérieur.

Corollaire 4. Si les valeurs de la fonction w sont positives (négalives)
-sur le contour, elles seront aussi positives (néﬂ'atives) a Vintérieur.

Coroliaire 2. Si les valeurs de la fonction uw ne sont pas négalives
(posttives) sur lo contour, elles peuvent devenir nulles seulement pour les
points du contour; les autres valeurs de w qui correspondent aux points
de l'intérieur seront positives (négatives). _

- Corollaire 3. Si les valeurs de la fonction u sont égales sur le contour
4 une quant:l;e constante K, la fonction sera ega]e a K pour tous les pomts
~ de T'intériedr,

Corollaire 4. Si sur le contour les valeurs de la fonction u, remplissant
les conditions ci-dessus formulées, coincident avec des valeurs d'une
-autre solution w4, de I'équation Aw = 0, la fonction u coincide aveéc u, pour
tous les points de l'intérieur.

On peut dcmontrer Ja proposmon nouvelle suivante :

Tntorime II. — Soit une foniction o(x) finie et continue avec ses déri-
vées et telle que ¢"(z), sur le contour C, comme & I'intérieur, ne change
_ pas de . mgne - cela posé, si la différence

ul — cp(a:j

est nulle sur le contour C, elle aura le SIgne de ¢"(z) pour tous les points
de Yintérieur, . -

Ces propositions sont suffisantes pour la démonstration du Lhéorémc
“de Tchébychef.
En effet, prenons la fonction :

: 2
Nous remarquons que :

En vertu du coro]lure du théoréme I, il suit qu’il existe la solution
unique o de Véquation Aw = 0, pour laquc]le la différence

Vo == Uy — ]ﬁ
‘0 * 0 ]
. e e ] e—*<

sur le contour est nulle.
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D’aprés le théoréme II, la fonction KL esI; négative a 11nterleur du
contour. - L L

En désignant par Dy ]e maximum maximorum de- la valeur absolue de
la fonction.v, & l'intérieur du contour, nous voyons que D, est la dévia-
‘tion de la fonclion . C'est cette devxatlon qu’il faut con&uder er dans la
question de Tchébychef. '

Je vais montrer que, pour toute autre solutlon y,de I equatlon Au = 0
la dli_ference : ‘

v, = U, — lg m

aura uné déviation plus grande que ljo; en d’autres termes, la différence
entre le maximum et le minimum des valeurs de la-fonction v;, entre les
limites déterminées par le contour, est plus grande que Do.

Toutes les valeurs de v, ne peuvent pas étre nulles sur le contour,
puisque u, ne coincide avec up (corollaire 4). Considérons la valéur
~maximum de la fonction v, sur le contour C que je désigneral par a.

La -fonction v, — @, qui correspond & la solution u, — @ de l'équa-
tion Aw = 0, aura Ja méme déviation D, que la fonction v,. Elle prendra
pour les points du contour les valeurs négatives et s'annulera pour les
points du contour ou la valeur de v, est égale a a.

On peut considérer la fonction v, — a comme obtenue par addluon a
{a fonction v, de la solutl.on - |

U, — @ — Uy .
de I'équation Ay = 0.

Cette solution a ev1demment les mémes valeurs sur le contour que la
fonction Vy— .

D’aprés le corollaire 9, du” théoréme T, toutes les valeurs de la fonc-
tion u, — a — 4y 4 'intérieur du-contour seront négatives et pas ecra.les
3 zéro pour tous les points de Pintérieur.
~ Par conséquent, la différence v, par l'addition d’une parellle solution
ne cessera d'avoir la valeur nulle pour les points ou la fonction v, — a
est nulle, tandis que le maximum maximorum de la-valeur absolue de
la fonction v, sera plus grande que-Dy, puisqu’a Dy il- faut ﬁjouter une
quantité positive. Ainsiona D, > Dy : ce qu’il fallait démontrer,
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, .. CGONTRIBUTION A L'ETUDE DU PROBLEME COSMOGONIQUE U]

— Séance du 10 aout 1894 —

INTRODUCTION

~ On connait hypothésc cosmogonique de Laplace, que le savant astro-
nome a présentée dans la- derniére note de son immortel ouvrage :
Ezposition du systéme du monde. DVaprés Laplace, le sysiéme solaire
était primitivement une nébuleuse, soumise & un mouvement de rotation.
Par le refroidissement, des portions de plus en plus grandes de la matiére
se-sont condensées au centre et ont formé un noyau dont la masse s’ac-
‘croissait peu & pea. Les molécules laissées en dehors du centre de conden-
sation se sont rassemblées en anneaux circulant autour du soleil. Chaque
anneau a".dd se rompre en donnant naissance 4 une ou plusieurs masses
;spherlques animées d’'un mouvement de rotation dirigé dans le sens dc
leur révolution. La formalion des satclhtes sexplique .de la méme
Jnaniére, S

La cosmogonie de Laplace- 1‘¢pond irés bien a la science du dernier
siecle, mais les grands progrés réalisés en astronomie tendent prouver
son 1nsuffisance. La decouverle des petites plandtes (381 & la fin de 1893),
I'¢tude des satellites d’Uranus et de Mars, la découverte de Neptune et de
son satellile, 'observation des étoiles doubles et de leurs orbites, — sont

_autant de'faits qui demandent une explication. '

M. Faye a présenté (*) une nouvelle hypothése cosniogonique dont voici
I'idée.fondamentale: « A I'origine, I'univers se réduisait & un chaos général
excessivement rare, formé de tous les éléments'de la chimie terrestre plus
ou mains mélés et confondus. Ces matériaux, soumis d’ailleurs A leurs
attraclions mutuelles, étaient dés le commencement animés de mouvements °

(*) Sur Uorigine du monde, par M. FavE, de l’InsL:tut Paris, chez Gauthier-villars. — Voir aussi :
Comptes rendus (L. XC, p. 566 et 637).
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divers qui en ont provoque la separatlon en lambeaux ou nuées. - Ceux-ci
ont conservé une translation rapide et des gyratlons intestines extréme—"
ment lentes. Ces myriades de lambeaux chaotigues .ont donné naissance,
| par voie  de condensation progressive, aux divers mondes de I univers. »
La formation du systéme so]alre aurait été ]a suwante

" CONDITIONS INITIALES
‘Amas chaotique homogéne, & peu prés - sphérique, au’ sein duquel
rec-‘nent de lents mouvements tourblllonnalres affuctanl; une partle seule-
ment de la masse,

PREMIERE EPOQUE

Farce centrale intérieure de la forme A . 7.
Regularlsal;lon spontanee des mouvements gyrat01res et formaLlon d’an-
neaux tournant dans un méme plan et en sens direct autour du centre de -
gravité, o . S
Les autres parties de 'amas tombent vers le centre en decrwant en tous
. sens des ellipses allongées concentriques & l'amas, o

DEUNIEME EPOQUE

’

.Z!.Iémg foajce cemmle @ pew pres. ' -

~ Formation des planetes au sein des a,nneau\ ]es moins. gloignés du
centre. SR ' B

Formation de leurs satellites. -

Premiers délinéaments de la masse centrale,

TROISIEME EPQOQUE
. L ;
Force centrale de la forme ar - =

Formation lentement progressive du soleil.

Les planétes se rapprochent du soleil.

Formation du systéme rétrograde d. Uranus. _

Formation du systéme encore plus franchement rétrograde de Neptune.
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QUATRIEME EPOQUE
| ' B
. Force centmle de la forme —
7

Le soleil, défi nitivement fmme entouré d’une photospllére stab]e ne
recoit plus d’apport extérieur.

Les mouvements du systéme entrent dans une phase de stabilité déﬁ-
mtlve

CINQUIEME EPOQUE
Méme force centrale.

Demlte c101ssante du soleil ; ralentissement des courants verticaux qui
alimentent la photosphére.

Extlnctlon de la p.hotosphére‘. _
Encrodtement superficiel du soleil.

Continuation indéfinie des mouvements astronomiques du systéme.

CALCUL DE LA FORMULE FONDAMENTALE
DU SYSTEME COSMOGONIQUE DE M. FAYE

D’apres M. Faye, Pexpression générale de la force centrale, 4 un moment
(uelconque d’une période quelconque, est :

. h
" f: ar + ;;a"
Celle force prend les valeurs limites :

i =A.r, pour b = 0 (formule de Herschell),

et | f, = ?ﬂ ’ pour a = 0 (formile de Newton).

‘La valeur de a décroit de A 2 0, tandis que celle de b croit de 0 & B.

Il faut done que, soumise 4 l'analyse. infinitésimale, la formule /* con-
duise & des trajectoires coniques, et en particulier, pour les planétes, i
des_trajectoires elliptiques. Or, il n'en est point ainsi, et nous allons le
prouver. -
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A cet effet, proposons-nous d’ abord de résoudre ce probléme :
~ Déterminer le mouvement d’un point atliré par une force centmle propor-

tionnelle a la masse du point, el fonction du rayon vecteur
Dans tout mouvement central,” la vitesse aréolaire est constante ; donc

N0 ) S e

(r, rayon vectéur; ¢, argument ; /, temps.)
.. D’autre part, en appliquant le théoréme des forces vives, on a :

’ 9 ' e

myt MY, '

— = —m | F(r)Ydr
9 2 . () .

* (m, masse du point’; v, vitesse; vy, vitesse initiale) : d’olt I'on tire, en
‘négligeant la constante, qui saJoutera a celle de l1ntegrale, et en exprl-
mant v* en coordounées polalres '

R N ) Y
(2) oy = Fev
En résolvant (1) et (2) par rapport & do et h-dt; on a successivement :
de =C. '('i“{ ’
) 72
Y - r.dr
’ \/:——- c? — %“2.[ F.dr
do — - oeudr |
- ‘ \/——c""—%J[’d?
et en intégrant :
L=, 'rd? ' .,
L | \/--— ¢t — %'ﬁf E.dr
¢.dr

(?—(?0

\/—62%97 fl" d?

Or, si dans cette derniére formule on fait :

F=ar4 — ' ‘(formule de Faye)
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‘el par suite :

il vient :

c.dr _
r/— art — 2, 4 201 — ¢

(? '—Q)O h—

Gette mtéﬂrale ne peut étre donnée sous une forme finie; par conséquent,
elle ne saurail conduire G des tr ajectoires coniques, que la nature du pro-
. bléme c,\lo'e Si lon développe en série, on trouve une expression fort
compliquée, et des courbes qui n’ont aucun rapport avec la question.-
. En'revanche; si 'on cherche la valeur de I'intégrale dans chacun des cas
_ particuliers, €est-d-dire en-supposant d’abord & = 0, puis ¢ = 0, on
parvient sans difficulté & des coniques, . représentées par les équations -
_suivantes |

o

: —0:. R —

poue D=0 = gy

et .oul'a#O: R 7: P . | '
0 ' .' T+e.cos{p—2) -

La premicre équation représente, comme le veut la théorie, des coniques,
rapportées a leur centre; la seconde, des coniques rapportées & Tun de.
leurs foyers. .

Il y a- done lieu de reprendre le probléme et partant de Zéquatzon
géndrale des tmjectozr es, de-chercher I ewpresszon Jéne; ‘ale de la force cen-
trale. - - -

Les tra.]ectmres irouvées plus haut sont (en- supposant cpo = 0 ce qui ne
restreint pas la question) :

. . pr
our : ::.A.r : r:—
p fi ) . . . 1 —_— 6ﬁ Cosﬁ ?
. B L )
our : = — * oo — .
P fﬁ 7? 1+ e.cosgp.

Or, I’équation |
' ol — e*) + 2eh.x 4 y* = p?,

ou, en coordonnées polaires
e%.7? cos® o — 2eir cos ¢ - p* —1r* = 0,

contient toutes les trajecfoires du systéme; elle représente des ellipses
(pour e < 1), des hyperboles (pour e > 1), des paraboles (pour e = 1).
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En’ outre pour A =0 nous avons la loi de Herschell pour A= 2 la
loi de Newton, = - : ~
De Péquation générale des trajectoires, on tire :

—+- .2 ' 2.'___ 2
T Cos g = A E Vo e—t'l p .

Pour A = p, on dait avoir :

p__..
1 +ecoso’

Y it

)

il faut donc donner au radical le signe —. Ainsi, en posant.:

'

'p? —_— )\2 :.a‘z,

_'_\/?-2 _—_az

ona: : OS¢ — -,
- S | e.r .

b A=y —a
d’oti : 9 — 9, = arc Cos v = arc. Cos ..

L | s du
Done: o do = — :
- : V1 — u?

‘ : C ) — ‘/?.2 — o2
ol - L u= -
3 . . e'?i

En effectuant le calcul, on trouve :

‘dr'{) | a - );\/.7*2 —a IR
dr \/rg—oz2 \/G)l \/?'2—-——01 ——ﬁ?"‘———)\g—}—a“ B
. (o p:i—e). '

D’ aulre part, en resolvant le probléme dans le cas ou la force centrale
est' m.F (?) Nnous avons trouv e

o ‘
do . : c.

ar - ?,\/_:__. ot — Wf F_. d,,,_

- Z ~ - A B .
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